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PREFATÀ LA EDITIA A DOUA 


Tinind seamă de dorința mai multor profesori, ат mărit 
simțitor, în ediția a doua a culegerii, numărul exerciţiilor algorit- 
mice referitoare la diferitele ramuri ale analizei matematice, si 
anume: am adăugat mai mult de o mie de probleme si exemple, 
mai ales exerciții, cu privire la găsirea limitelor, derivare, 
integrale nedefinite si definite, serii și schimbarea de variabile. 
In același timp, am scos, din diferite considerente, anumite pro- 
` bleme. Avînd în vedere caracterul- obișnuit de expunere a materia- 

lului, am modificat în cap. IV şi V ordinea paragrafelor. In 
-afară de aceasta, in anumite locuri din culegere au fost precizate 
titlurile. Ca si în prima ediție, ат acordat o atenție deosebită 
formulărilor exacte şi precizărilor detaliate ale condițiilor în 
care este valabilă formula respectivă. Pentru comoditatea folosirii 
culegerii am introdus o numerotare în continuare a problemelor. 
La sfîrşitul culegerii a fost adăugată о anexă conținînd con- 
stantele cele mai importante si tabelele funcțiilor celor mai 
uzuale. ȘI 

Aduc mulțumiri docenfilor catedrei de analiză matematică a 

Universităţii de Stat Lomonosov din Moscova, D Eisenstadt si 
Z. M. Kişkin, pentru faptul cá au revizuit manuscrisul ediției a 
doua. 


Moscova 1953 B. P. Demidovici 


PARTEA ЇМТЇ 
FUNCTII DE O VARIABILÁ 


CAPITOLUL I 
INTRODUCERE ÎN ANALIZĂ 
S I. Numere reale 


{1% Metoda inducției complete. Pentru a demonstra cá o 
anumită teoremă este valabilă pentru orice număr natural п este suficient să 
demonstrăm că: 1) această teoremă este valabilă pentru л=1 si 2) dacă 
această teoremă este valabilă pentru orice număr natural n, atunci ea rămîne 
valabilă si pentru numărul natural următor л+1. 

©. Tăietură, Impărțirea numerelor rationale în două clase A si B se 
numește făietură dacă sînt setisfăcute următoarele condiţii: 1) ambele clase 
nu sînt vide; 2) orice număr rațional este conținut într-o clasă și numai 
într-una singură si 3) orice număr apartinind clasei A (clasa inferioară) este 
mai mic decît orice număr apartinind clasei В (clasa superioară). Tăietura А/В 
definește: a) un număr rațional, de îndată ce clasa inferioară A admite un 
număr mai таге decît toate numerele din A, sau de îndată ce clasa superioară В 
admite un număr mai mic decît toate numerele din: B şi b)'uf număr irațional, 
de îndată ce clasa A nu admite un număr mai mare decit toate numerele din A, 
iar clasa B nu admite un număr mai mic decit toate numerele din B. Numerele 
rationale şi iraționale se numesc numere reale !). 

3°. Valoare absolută. Dacă x este un număr real, numim valoare 
absolută | x | numărul nenegativ definit de următoarele condiţii : 


—x, dacă x<0 
|x |= | 
„х, dacă xz 0. 


Pentru orice pereche de numere reale x si y are loc inegalitatea 
|x= 6 ху 64 1х14135 


4°. Margine superioară si margine inferioară, Fie Х={х} 
o mulțime mărginită de numere reale. Numărul 


m=inf (x) 
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se numeste margine inferioará a multimii X, dacá: 3. fu E. += 14:245. PR 2, 
1) orice x€X !) satisface inegalitatea ) * (E ) 


| 4 1+2+2'+...--2°%=2°—1. / 


xam: 
2) oricare ar fi e > 0, există un număr ХЄХ, astfel încît 5. Fie 
í 
x'«m s. , abl=a (a—h)...[a—(n—1)h] si ай=1. 
In mod analog vom spune că numărul Sá se demonstreze cá 
M=sup { x } 


п 
(ab = Y, Ста", 


este marginea superioară a mulțimii X, dacă: Я 
= т 


1) огісе x€X verificá inegalitatea | 
unde СТ este numărul combinărilor de n elemente luate cîte т. 


хам, 
| x "ata Я i lui : 
2) pentru orice e > 0 există un număr x"€X, astfel încît Să se deducă de aici formula binomului Ч! { Newton. 
И Ж 6. Să se demonstreze inegalitatea lui Bernoulli : 
x"»M-—s 
> П 
Dacă mulțimea X nu este mărginită inferior, convenim să scriem: (14-х114-х9)...(14-Х,) 21-53) ra «EX, А 
inf {x} =- ; * | unde numerele Хү, Хээ...Х, au acelaşi semn, fiind toate mai mari 
dacă mulțimea X nu este mărginită superior, scriem: decît —1. 
sup (x }= +00. 7 _7. Să se demonstreze cá pentru x7» —1 este satisfăcută ine- 


DE | : galitatea 
5^ Eroare absolută si eroare relativă. Dacă а (4550) 


este valoarea exactă a mărimii pe care vrem s-o măsurăm și x este valoarea (1--х/-1--лх (n1), 
aproximativă a acestei mărimi, atunci expresia à ч ы 
egalitatea avind loc numai pentru х=0. 


Y А= | х-а| " 5 

se numește eroare absolută, iar expresia | 8. Să se demonstreze inegalitatea 
1 ` А п 
| ER n! < e pentru m1. 
| ii | 2 
| eroarea relativă a mărimii pe care o măsurăm. : Indicafie. Se va folosi inegalitatea 
| Vom spune că numărul x are n cifre exacte dacă eroarea absolută a 

acestui număr nu depăşeşte jumătatea unității ordinului exprimat prin a n-a n42 H 1 yH 
| cifră semnificativă. (aiil = E t) 29 (п=1, 2,...). 

4 m & 1 
1 Aplicînd metoda inducției complete, să se demonstreze că 
: pentru orice număr natural n sînt valabile următoarele egalitáti : ! 9. 54 se demonstreze inegalitatea 
( 
1. 1+2+...+л=”@+®. 2141... (20)! > [(л-+-1)!]` pentru n>1. 
5 ТЕЛ Lp A01) Qni 1), 4à. Sá se demonstreze inegalitatea 
A d | 6 1. 3. 20-1 1 


1) Prin notația x€X se înţelege că x aparține mulțimii X. | 37477732 ^ Vinzi 2 
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11. Fie c un număr întreg pozitiv care nu este un pătrat per- 
fect si А/В tăietura care defineşte numărul real Vc. In clasa B 
sînt cuprinse toate numerele rationale pozitive b pentru care 5?7»c,. 
iar în clasa A toate celelalte numere raţionale. Să se demonstreze 
că în clasa A nu există un număr mai mare decit toate numerele 
din A şi că în clasa B nu există un număr mai mic decit toate 
numerele din B. Ш 

12. Tăietura A/B, care defineşte numărul 4/2, se construieşte 
în modul următor: clasa A conţine toate numerele raţionale a pentru 
tare 02-12: clasa B contine toate celelalte numere rationale. Să se 
demonstreze cá în clasa A nu există un număr mai mare decît 
toate numerele din clasa A şi cá în clasa В nu există un număr 
mai mic decît toate numerele din clasa B. 

13. Construind tăieturile corespunzătoare, să se demonstreze 
egalităţile : e ИРЖ 
a) |2--18-118: ъ) 1213-16. 


14. Să se construiască tăietura care defineşte numărul 2%. 
15. Sá 56 demonstreze cá orice mulţime de numere, nevidă, 
márginitá inferior are- o margine inferioará si cà orice multime ne- 
vidă mărginită superior are o margine superioară. 

16. Să se arate că mulţimea tuturor fractiilor rationale sub- 
unitare 

m 
n 
m şi n fiind numere naturale si 0O<m<n, nu contine un element 
care să fie mai mare decît toate elementele mulţimii si nici un 
element care să fie mai mic decît toate elementele mulţimii. Să se 
găsească marginea inferioară şi marginea superioară а acestei 
mulțimi. 

1 3717. Să se determine marginea inferioară si marginea superioară 
‚ a mulţimii numerelor rationale r, are verifică inegalitatea 


9e 2. 
24 18. Fie ( —x ) mulţimea numerelor opuse numerelor хЄ{х}. 
Să se demonstreze că: 


> 


a) inf {>x }=—sup{ x}; b) sup( —x] ——int (x ]. 


19. Fie {x+y} mulţimea tuturor sumelor x+y, unde xc (xj 
sirciyt 
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Să se demonstreze egalitátile : 

а) inf {x+y }=inf ( x) +inf {y}; 

b) sup (x4-y] —sup (x }+sup (y }- | 
20. Fie {ху} multimea tuturor produselor xy, unde x € (xj si 

у ety), in care хь0 si yz 0. 

Să se demonstreze egalitátile : 

a) ini( xy) -int(x]-int(y]; b) sup { xy }=sup (x | 54р (Уу. 
21. Să se demonstreze inegalitátile : 


a) |х—у|®|\х|—171; | 
b) xx, 4. | ®|х|—(}х +... Fl 
“Să se rezolve inegalitátile : 
2. |х+1 «001. 
2|х-21:»10. 
)їх|2»|х-411: 
:12х-11«|х-11 
D |х+2|++1х—2| £ 12. 
7. \х-+Е2|—\х|> 1. 
28. ||х+1|—|х—1|<1. 
à, |x(1—3)! < 0,05. 
/ Să se demonstreze identitatea 


(х-1х s x—ixiY у 
или HESS um 


` 81. Măsurind o lungime de 10 cm, eroarea absolută а fost 
de 0,5 mm; másurind o distanță de 500 km, eroarea absoluti а 
fost de 200 m. Care din aceste două măsurători este mai exactă? 


32. Să se determine cîte cifre exacte conține numărul 


x=2,375 2, 
dacă eroarea relativă a acestui număr este ce 19/4? 
33. Numărul ȘI 
x= 12,125 


conţine trei cifre exacte. Să se determine eroarea relativă a aces- 
tui număr. 
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34. Laturile unui dreptunghi sint: 


x=2,50 cm+0,01 cm, 
у= 4,00 ст--0,02 cm. 


Intre ce limite este cuprinsá aria S a acestui dreptunghi?/ Care 
este eroarea absolutá À si eroarea relativá 5 a ariei dreptunghiului, 
atunci cînd considerăm laturile sale egale cu valorile medii? 

35. Greutatea unui corp este р=12,59 2--0,01 g, iar volu- 
mul său este V—3,2 cm3+0,2 cm. Să se determine greutatea 
specifică a corpului şi să se evalueze eroarea absolută şi cea rela- 
tivă a greutăţii specifice, dacă considerăm pentru greutatea şi vo- 
lumul corpului, valorile lor medii. 

36. Raza unui cerc este 


r—1,2 m:-0, m. 
Cu ce eroare relativă minimă putem determina aria cercului, dacă 
luăm т--3,142 
37. Dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic sînt : 


x=24,7 m+0,2 m, 
у= 65 m+0,1 m, 
z= 1,2 m40,1 m. 


Intre ce limite variază volumul acestui paralelipiped ? Cu ce eroare 
absolută şi cu ce eroare relativă poate fi determinat volumul aces- 
tui paralelipiped, dacă luăm pentru dimensiunile sale valorile medii ? 

38. Cu ce eroare absolută trebuie măsurată latura pătratului x, 
unde 2 m<x<3 m, pentru a putea determina aria acestui pătrat 
cu o aproximaţie de 0,001 m?? 

39. Cu ce erori absolute A este suficient să măsurăm laturile 
x şi y ale unui dreptunghi pentru a putea calcula aria sa cu о 
aproximaţie de 0,01 m?, admitind, spre orientare, că laturile drept- 
unghiului nu sînt mai mari decît 10 m fiecare? 

„49. Fie â(x) şi 8(у) erorile relative ale numerelor x si y, 
3 (ху) eroarea relativă a numărului xy. 

Să se demonstreze că 


è (xy) £ ò (x) +ë (y) +ò (x) è (y). 


MÀ ——eÀ M 


^ 
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S 2. Teoria sirurilor 


1. Notiunea de limitá a unui sir. Vom spune cá sirul 


Ху Хэ... Xps.. аге ca limită numărul a (mai scurt, tinde către a), adică 


lim x,—a, 
n+ 
dacă pentru orice s>0 există un număr N=N (ғ) pentru care 


|Хүг--а| «e de îndată ce n>N. . 


Se spune, în particular, cá x, este un infinit mic dacă 
i lim x,—0. 
n0 

Un şir care nu are limită se numeşte divergent. 


2. Criterii de existență a limitei. 


1) Dacă 

Yn хх, = Zn 

si ; i 

'* lim y, —lim z, —c, 
n-oo noc 
atunci А 
lim x, —c. 

noo 


2) Un sir monoton si mărginit are o limită. — t сар) 
3) Criteriul lui Cauchy. Pentru ca şirul x, să aibă o limită 
este necesar si suficient ca pentru orice «20 să existe un număr N=N (2), 
astfel încît 6 
|Хаг-Хадр <a 
de îndată ce n>N si p>0. 
37. Teoreme fundamentale in legătură cu limitele 
sirurilor. Presupunind că există 
limx, si limy, 
пэс no ? 
avem: 
1) dacă x, Уур atunci lim x, «lim y,; 
пэсо поо 


2) lim (x, 3 y,) «lim x, + lim y, 5 
пэсо noo n> 
n’ 


3) lim (xp) = lim x, lim y, ; 
пэсо HOO пә 


, lim x, 
n n> 


4) Ї 


x, 
— = s dacá lim 0. 
nay, lim y, A 
n>% 
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———————————À————áÁ———— 


4. Numárul e. Sirul 


iy 
(+5) (п=1, 2,...) 
are limita finità 


1 үү 
lim [+ x] =e=2,718 2818284... 


noo 
5°. Limita infinită. Notatia simbolică 


lim x,- oo f 
пәс 


înseamnă cá, oricare ar fi E>0, există un număr N=N(E) astfel încît 
|x,| 2E pentru n>N. 


6°. Punct limită. Vom numi numărul Е (sau simbolul со) limită 
parțială (punct limită) a şirului dat Xn (п=1, 2,...,), dacă există un subșir 


astfel încît 
lim x, = » 


Orice sir mărginit are cel puțin o limită parțială finită (principiul lui 
Bolzano- Weierstrass). Dacă această limită parțială este unică, ea este chiar 
limita finită a șirului dat. 


Cea mai mică limită parțială (finită sau infinită) a șirului X, pe саге o 
notám cu 
Jim хур 
n0 
se numește limită inferioară, iar cea mai mare limită parțială a lui x,, ре care 
о notăm cu 


lim х, 
ncc 
se numește limita superioară a acestui Şir. i 
n А 
Egalitatea í X ! 
. Jim x,— lim X» t 
n390 п-+00 


este condiția necesară si ѕийсіепій pentru ca limita (finită sau infinitá) а 
Sirulti X, Să existe, 5 


las; Fie 


Ж 


зайлан e E 
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€—————— Шы e SERI ti e a II IS ЧӨЛӨӨ 6: 
Să se demonstreze că i 
два 
determinind pentru fiecare «7-0 un număr N—N (e), astfel încît 
|x,—l|«s dacă n>N. 


Să se completeze următoarea tabelă : 


e 0,1 0,01 0,001 0,0001 


; QUEEN 
„| Sá se demonstreze cá x, (n—1, 2,...) este un infinit m: 
(adică are limita egală cu 0), determinind pentru fiecare є`>0 nu: 
mărul N—N (s) pentru care |х, | «e, de îndată ce n>N, dacă 

е 


саун, 1 


а) x,— — с) x,7 р; 
b) x,- up d) x,— (—1)"-0,999". 


im 

Sá se completeze pentru fiecare din aceste cazuri următoarea 
tabelă: 

———————— HO 

= 01 0,001 0,000 1 : | 

| 

| 


| N 


43. Sà se demonstreze cà sirurile 
s а) x, (—1)"n, *b) x, —2 ^, * c) x, lg (Ign) (i2) 


au limita infinită pentru n—-co (adică devin infinit mari), deter- 
minind pentru Нес. ге E70 numărul N=N (E), astfel încît Ix, 5c 
pentru n>N. 

Sá se completeze pentru fiecare din aceste cazuri următoarea 
tabelă : н 


Ї 
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"EE (8 
! | 
| е | ; | oes 2 egalitáti: 
E 10 100 1000 10 000 L | / ' - pi 
| | ME | 58 lim 7.—0. 637 lim Va=1 (20) 
| | | | | 7 пэсо 2 T ^ опу ) 
: | | SE en »n Ogan 
| > ! lim X-—0. Үд lini 2880 (4-1) 
| = E n! 
y + J44. Să se arate cá şirul "d һе “з 
/ k 
! 4 = pb" = 90. lim -———0 (а> / 65 lim V 1 —1. 
| х=й (п=1, 2,...) P. iud id ү; 65. іт үт 
I n Zemini : © e "WT / " bol : 4 
1 mu este mărginit, totuşi nu tinde către infinit pentru n-»cc. 61, lim 2-0 E ‚66/ lim 2—0. 
i bt Să se formuleze cu ajutorul inegalitátilor următoarele / , nom. p eu mer 
: 4 Я п 
| a) lim x, =œ; b) lim x.——co; . i € . lim ng"—0, dacă |g|«l. 
partic лээ" ) es M ms: с) m. Xp 09s 7 e 
К 
Ргеѕирипіпа cá n parcurge sirul numerelor naturale, sà se de- cs. Care din următoarele expresii este mai mare pentru л 
эт, гегтіпе valorile următoarelor expresii: iidient de mare: ВЕ . 
ЭС R ж яв 
436. lim EPF. 8 x tim V sinn! x g- нь 100л--200 & 0,01л29: (6) 2" sau 995; (c) 1000" sau ni? 
n A 
зу ша цас A (85 Să se demonstreze că 
B t 2 gigi + pe 
iay A lim (| (їп+ї — 7а). Ж 048. tim -GR S) Ж : | lim (1.3. ==) =0. 
. | / к 1-00 : Jt пэсо (— 2) +3 1 n300 3'4' 9n 
"s х. lim dr /(ja|«1, (610) Indicatie. V. exercițiul 10. 
| ЯГ 17 и » ta 3 п-1| > J ,.. 69. Să se demonstreze cá sirul | 
А27 7 5 эш 7 ЁТ esc E E es 4 23 A 4 
а, 5 52 lim |1 сэн 3 NOI x,- (1 | 3 (п=1, 2,... 
Нэг 77 "m | reste monoton şi este mărginit superior, iar şirul 
( Ў. ‚5. » 5 4 9 g 
| Жэ Ён 2 a 010—1) Тус i п+1 
«= PPE le ta Pent a ї эг-(1-4| (BARS 7 
Ё EF (2п—1)? |: | 
) 475 de [5 ийг Дэл | 4 ззсгеѕіе monoton si este mărginit inferior. Să se deducă de aici 
Í ы 1 3 5 n i aceste şiruri au limita comună 
e 55. lim | pq cp pet Ac n41 
ŞI ncc 2 2 2 i 1 1) 
| am dela t Л? im (144) tim (1+4) =e 
i T m CN em жє эо \ Ў 
bows UE. rat d M А 
2n — җе Indicatie. Se consideră rapoartele , —— şi se ține seama de 
-ү2) 75 2 : egalitatea de Aa exercițiul 7. NET 
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хний... _ 


70. Să se demonstreze с 


ă 
0 AR 
«е--4|-4 (1-1, 2,,..). 


AS. 


Pentru ce valori ale exponentului л expresia ( 1 +1)” diteră de 
mărul e cu mai puţin decît 0,0012 Ej 
71. Fie D, (n—1, 2,...) un Sir oarecare de numere care ti 


către + co, şi 4 (n=1, 2...) СИП şir oarecare de numere tinz 
către — oo. Sá se demonstreze Са 


lim [i + 7) -lim 
п» 20 Pn 1-00 


72. Știind cà 


sg 


. 1 n 
lim ! + xl =e, 
п-го 1 
Sá se arate cá 


ТЭРЭ уй 1 
im [Iti tsit-- д] =e. 


n- 


Să se deducă de aici formula 


ei tl AHAH | ( 


n! nn? 


unde 0<6,<1, şi să se calculeze numărul e cu exactitate de 107 
73. Să se demonstreze că numărul e este irațional. 
74. Să se demonstreze inegalitatea 


ut 


ín my 
(z) «ис | . 
75. Să se demonstreze inegalitátile : 
1 í 1 
к 2) ата) ар 
л fiind un număr natural arbitrar; 


b) tace, 
«fiind un număr real diferit de zero 


| 
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16. Să se demonstreze că 
2 * 
йт л(а% —1)= па  - (a>0), 
n>% М 3.2 ` Vere 
fiind logaritmul numărului a in baza :e—2,118... 


ге afirmă cá i i mărginit 
“Folosind teorema care afirmă cá un şir monoton $i márg 


o limită, să se demonstreze convergenta urmátoarelor Şiruri: 
2 
су 


Р = PES ^ 
71. aport Sb gi (п=1, 2,...) 1 


+ p,(i=0, 1, 2,...) sint numere intregi nenegative; care ince- 
+ 157737, 5» se 
| cu p, nu depăşesc numărul 9. 


80. x,— (1+ 
81. х= 12, х= 24 Y2,. „12+ {2+...+Ї2,... 
de n ori 


Folosind criteriul lui Cauchy, să se demonstreze convergenta 
itoarelor șiruri : 


82. x, — ay - dq 4. 0,4". Р A 


aM | (90,1, 2,..) 8 141<1. 


Q sini , sin2 , „Sina, 
ox — 3 zi reet 

scosi ! 052! cosn! | 
= ST wa e gai] 


Indica, se va folosi inegalitatea 
E | 


TII MES (1-2, &,.. ). 
2 DE 
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86. Se spune că şirul x,(n—1, 2,...) are variația mărginită 
dacă există un număr C, astfel încît 


[хах [+ х8 1... |х, —x, ,]«C (п=2, 3,.,.). 


95. Să se demonstreze cá un sir de numere х,(7--1, 2,...) 
"care tinde către + co, îşi atinge neapărat marginea interioară. 
Să se айе termenul cel mai mare al şirului x,(1=1, 2,...), 


dacă 
Să se demonstreze cá un şir cu variaţie mărginită este con- 
vergent. : 
Să se construiască un exemplu de șir convergent care să nu 
aibă variaţia mărginită. 
87. Să se arate ce semnificaţie are pentru un şir dat faptul 
că nu este satisfăcut criteriul lui Cauchy, 


88, Folosind criteriul lui Cauchy să se arate că şirul 


n п. . 1000" 
96. x,— "E 97. x, 20047 98. х= pe 
Să se afle termenul cel mai mic al Бан х,(п=1, 2,...), 


dacá 
m. 


99. x, — 1?—9n— 100. 


1 1 
x-budkueecl. 


n 


Să se determine inix,, зирх, limx, şi йт x, pentru şirul 
ne n>00 
este divergent. 
89. Să se demonstreze că dacă şirul x, (n=1, 2,...) este con- 
vergent, atunci orice subşir al sáu Xy este si el convergent, avind 
aceeaşi limită: 


„x, (t 1, 2,...), dacă: 


101. x, —1— em 102. х,= (- рэн ££ D, 


lim x, = lim x,. 103. x „=1+ т cos ze 


noo “Л пэс шин) 


90. Să se demonstreze cá un şir monoton este convergent 104. x жы 84) 7. 


dacă este convergent un anumit subşir al lui. 01.0218, ДЕРЕУ 
91. Sá se demonstreze cà dacá шээсэн ний мал од 
lim x, —a, 106. x, 2 (—1)' n. 109. x, = 1+ n sin F. 
n+ 


atunci е m i 
lim |, | = |а|. 107. х= —п [24-(— 1)". 110. х, 105 
n> дь. 

Să se afle limx, si limx,, dacă: 

92. Dacă x,—a, atunci ce se poate spune despre limita шон" санан 


noo noo 
2 
X, 219 
i nali с = = 
lim ndi 111. Xs 1 113008 3 
пэсо ^n 


112. x,— [12- —] -(—1) sin 2. 
93. Sá se demonstreze cá un sir de numere convergent esie 4 ( Ai pa 4 
márginit. 


Р М : ВЕ LEES : Cg 
94. Să se demonstreze cá un sir de numere convergent isi 113. x,— з. T. 114. x = ү 142^ y 
atinge fie marginea superioară, fie marginea interioară, fie ambeie 
margini. Să se construiască exemple ‘е. şiruri făcind, parte din 2nz, 


115. x,— cos" —* 
cele irei tipuri. 5 


же 
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Să se afle limitele parţiale ale următoarelor şiruri: 
. d TS. alu AL 
4' 8 n 


125. Să se demonstreze că dintr-un şir mărginit x, (n=1, 2,...) 
` se poate extrage întotdeauna un subsir convergent Xp (п=1, 2,...). 
126. Sà se demonstreze cá dacá sirul x, (n— 1, 2,...) nu este 


1 i 4 dA. 1 1 mărginit, atunci există un subşir x,, Pentru care 

1 1, D. рз BRI. Rao 

117. 1, «elit; 3 abu uo е7 4 lim x, — co. 

t.1 dpi d L 34:25, hadas hs е сук 

ti Ж du зк, "en? ОТШ п-1 127. Sá presupunem cá şirul x, (n—1, 2,...) este convergent, 
7 iar şirul y, (n— 1, 2,...) este divergent. Ce se poate spune despre 

Lo 1, convergenfa sirurilor 
tr’ nrl 


a) x, -y,; b) xy? 
Sá se dea exemple corespunzátoare. 
128. Să presupunem că şirurile х, 9 y, (п=1, 2,...) sint 
divergente. Se poate spune oare că şirurile 
а) х,+у,; b) х,у, 
Sint si ele divergente ? 


Sá se dea exemple corespunzátoare. 
129. Fie 


119. x,-3- [17 tz 


120. х,= 4 (a--5)-(—U" (ab). 


121. Să se construiască un exemplu de şir numeric avînd 


drept limite parţiale numere date : lim x, —0, 
noo 


şi y, (—1, 2,...) un sir arbitrar, Putem spune oare că 


а, az.e dy 


122. Să se construiască un exemplu de şir numeric pentru 


2 Е qne ic dat lim x, y, —0? i 
care toti termenii unui şir numeric еи пуп = 0 ( 
ар Azre. sr Să se dea exemple corespunzătoare. 


— К nm 


să fie limitele sale parţiale. Ce alte limite parțiale mai trebuie să 130. Fie pie ый, 
aibă neapărat şirul dat? А Ж, nac nén 
. 123. Să se construiască exemple de şiruri : Rezultă oare de aici una din alternativele lim x,=0 sau 
a) care să nu aibă limite parțiale finite; . — i йн rs 
b) care să aibă o limită parţială finită unică, dar care să nu fie : lim y, —0 ? Să se studieze exemplul : x, = spar 0 
convergent ; "VY T iale : Ж Car 
с) care să aibă o infinitate de limite partiale ; | Тус CR (1-4, 2,...). 


- să aibă imită parţială orice număr real. | 
d) саге să aibă ca limită parf 131. Să se demonstreze că ЁС 
a) limx, іт ут (x, +y lim x, +- lim y, 


пәс noo noc noo 7-00 


124. Să se demonstreze cá sirurile x, şi у,=х,у п(п=1, 2,...) 
ап aceleasi limite partiale. 


WESS datas 
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şi 


b) lim x, 4-fim ylim (x, -- Y.) lim x, + lim уу 
п-®со п-уоо n>% п» со пэ 


Să se construiască exemple pentru саге in relaţiile de mai 
sus avem inegalitáti stricte. i 
132. Fie x„>0 si y,20 (1=1,2,...). Sá se demonstreze cá 


a) lim x,-lim ут (x, Ya lim X, «im y, 
пэс пэ n+ noo п» со 


şi 
b) limx,- -lim y, lim (х,у, )zlim x, Jim yy 


пэс noo пэ пэс noo 


Sà se construiascá exemple pentru care in relaţiile de mai 
sus avem inegalităţi stricte. 


133. Să se demonstreze că dacă lim x, există, avem, oricare 
noo 


ar fi şirul, (п=1, УЛО А 


а) lim (x, +y) = lim x, +im y, 
Шил 


n+ 
si 22 на 
i =li edim y,. 
bim (х„у„) i im x im yy 
134. Să se demonstreze că -dacă pentru un anumit şir x, (— 
=1, 2,...) sînt satisfăcute cel puțin una din egalitátile 


a) lim. Qu ts )=imx, us na 
n>% 
sau 


b) lim (х,у, )- lim x, im y, 
n-oo эс 
oricare ar fi şirul y, (n—1,2,.. şirul x, este convergent. 
135. Să se demonstreze că dacă x, 2-0 (n=1,2,...) şi 


1 
lin x „°Їїїї-— =l, 
л» aroo "n 


şirul x, este convergent. 
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_—————————-—-————————— 


136. Să se demonstreze că dacă şirul х„(п=1,2,...) este 
mărginit şi ! 
lim(x,,,—2x,) —0, 


neo 


limitele parțiale ale acestui sir sînt cuprinse între limita inferioară 
şi limita superioară : 


l=limx, si L—limx, 

noo пэс 
fiind peste tot dense în acest interval, cu alte cuvinte, orice nu- 
măr din intervalul [[, Lj este limită parţială a şirului dat. 

^. 137. Să presupunem că şirul de numere x,,xo,..., X,,... Sa- 
tisface condiţia ё 


02 22% 


Хп т х, (m, п= 1, ox exl / 


" x * 
Să se demonstreze cá lim —* există. 
noo 


X. 138. Sá se demonstreze cá dacă şirul x, (л= 1, 2,...) este 


;convergent, şirul mediilor aritmetice 


„= (gx XS (21,2, ...) 
este de asemenea лан şi avem 
XpbXek..ckXa 
noc DE EE n-ooo 


Afirmatia reciprocă nu este adevărată: să se construiască un 


„lim =lim x 


"exemplu. 


a 139. Să se demonstreze că dacă 


lim x, = + co, 
n0 


atunci 


S 


-convergent si v 0, atunci 


XpEXet..bX, 
n 


lim 
noo 


7-140. Să se demonstreze că dacă şirul x, (n—1,2,...) este 


= + оо. 
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*. 141. Sá se cemonstreze cá dacă x, 0 (n—1,2,...), atunci 


Xni, 


lim x, —lim 
no 100 n 


în ipoteza că limita din membrul al doilea al ultimei egalitáti 
există. 


* 142. Să se demonstreze cá 
lim ———- =€. 
пэсо m ze 
^* 143. Să se demonstreze că dacă 


a) Yny Ya (1=1,2,...); b) lim y, = o», 


с) există lim ferra 
n=yco Уһ” 


atunci 


Xn = Хх, 
lim ted x. 
n% ^n noo Уһ Уа 


^- 144. Să se determine: 


b) lif Er. 


по 


a) lim P (21); 
п»+%0 а 


. 145. Sá se demonstreze că dacă p este număr natural, atunci: 


Pop p 
( a) lim IPP rr — 1 : 


f Lev. i n>% ГАН ра! 
T ) A 
4 b) lim [Erase n |= I 
у пэс . nP pti 2" 
| im PAPH + (ni _ 2Р 
ыс) lim - - S 
ын A пР+1 = р+і 


\ 
`- 146. Să se demonstreze că şirul 
—" 


N 


v. Xd 404 1 -— In n (10—1.2,...) 


este convergent. 
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Este valabilă, aşadar, formula 


1+--+ d ач 4-4--С44пл4-8, 


unde С--0,571 216... este aga-fumita constantă a lui Euler, iar 
2220 pentru no. 
= 147. Să se determine i 
im (apt art tar) 
-"* 148. Sirul de. numere х, (п=1, 2, 
toarele formule : 


“este definit de urmă- 


6 
ху=а, х=, X m uei i (n3, 4,.. 
Să se afle 
lim x, 
* пәсс 


«< 149. Fie a>0 si x, (п=1, 8,» 
următoarea formulă : 


..) un şir de numere definit de 


1 a 
x20, PL b E (120, 1, 2,...). 
Sá se demonstreze cá Р 
i lim x, — l'a. 
пэс 


- 150. Să se demonstreze cá sirurile x, si y, (1—1,2, ...), de- 


_ finite de formulele 
UE Xn Yn 
s 7 Vx m. У, mpi 7 23 » 


хү-а, y,o-b, х 
au limita comuná 


(а, 0) —lim x, —lim у, 
п->со пәс 


(media aritmetico-geometricá а numerelor а si D). 


5 3. Noţiunea de funcție 


sa: евз 


77^41 de functie. Vom spune că variabila v este o îunc- 
iabila x într-un domeniu de variație dai X= ix) dacă 
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fiecărei valori х € X i se pune în corespondență o valoare reală bine determi- 
пай y=f(x), apartinind unei anumite mulțimi У={ yj. 

Multimea X se numeşte domeniul de definitie sau domeniul de existentă 
a! funcției f(x); Y se numeşte mulfimea valorilor acestei funcții. in cazurile 
cele mai simple, mulțimea X este sau un interval deschis (a, b) : a<x<b, sau 
un interval semideschis (а, b] : a<x<b şi (0,0) : azx<b, sau un interval închis 
(segment) (0, bj : ax«b, unde a si b sint numere reale oarecare sau sim- 
bolurile —оо și +00. 

Dacă fiecărei valori x din X îi corespund mai multe valor: у= (х), 
atunci y este o funcție multiformă de x. 

2°, Functia inversă. Dacă înțelegem prin x о valoare oarecare 
satisfăcînd ecuația 

F=, 


y fiind un număr fixat apartinind mulțimii de valori Y ale funcției f (X), 
atunci această corespondență defineşte pe mulțimea Y o anumită funcție 


xfi) 
care este în general multitormá si care se numeşte funcția inversă in raport 
cu funcția f (x). Dacă funcția у= f(x) este monotonă în sensul strict, edicá 


15) >] (ху) sau f (хос (хү) pentru хээ» ху, funcția inversă x—f (у) este uni- 
formă si monotonă în acelaşi sens. 


Să se determine domeniul de existență alurmătoarelor funcții : 


A JO WE 
192. у=} 3х--х3. 159. yc-arcsin үт. 


/ n 
18. у= (х—2) үе . 160. у--агссов (2 sin x). 
154. a) y -log(x?—4); 

b) y —log (x 4-2)-2-log (x — 2). 
155. у= [зїп (Vx). 162. у=(х—| х У-:8шёлх. 
156. у= соз х2. 163. y—ctg «x :-arccos (27). 
157. y-lg [sin . 164. y—arcsin (1 —2x)--lg (lg x). 

165. у= 2x)! 


161. у= 16 [cos (lg х)1. 


Să se determine domeniul de existență şi mulțimea valorilor pen- 
tru următoarele funcţii: А 

166. y= 2 tx х, 

167. y=ig(1—2 cos x). 


NOTIUNEA DE FUNCTIE 29 
a или ин 


2x 
168. y=arccos iis 


169. y=arcsin (Ig i | Ё 


170. у= (—1). 

171. In triunghiul ABC (fig. 1), avind baza AC=b şi înăl- 
țimea BD=h, este înscris dreptunghiul KLMN, a cărui înălţime 
este MN=x. Să se exprime perimetrul Р al dreptunghiului KLMN 


şi aria sa S în funcție de x. Să se construiască graficele funcțiilor 
P=P (x) şi S=S(x). 
8 


Fig. 2 


172. In triunghiul ABC avem latura АВ--6 cm, latura AC = 
—8 cm si unghiul BAC=x. Să se exprime latura BC=a şi aria 
AABC-S în iunctie de variabila x. Să se construiască graficele 


funcţiilor a=a (x) şi S=S(x).! 


173. In trapezul isoscel ABCD (fig. 2), cu bazele AD —a si 


- BC-b(a- b) şi înălţimea НВ--Л, se duce dreapta MN || HB la 


distanţa AM —x de vîrful A. Sá se exprime aria S a figurii ABNMA 
-în funcţie de variabila x. Să se construiască graficul funcţiei : 


7 5=5 (х). : 


174. O masă egală cu 2g este uniform distribuită pe 568- 
“mentul 02х21 al axei.Ox, iar in punctele x—2 si x=3 ale 
acesiei axe sînt concentrate două mase de cite un gram. Să se 
construiască expresiile analitice ale funcţiei m —m (x) (< x < + co), 
EM Nn se află în intervalul: (— оо, х), şi să 
Se 67 5 funcții. 
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175. Funcţia y=sgn x este definită în modul următor: 


—1, dacă x«0; 
sgn:x= 0, dacă x=0; 
1, dacă x>0. 
Să se construiască graficul acestei funcţii. Să se arate că 
[х | 2x sgnx. 

176. Funcţia y—[x] (partea întreagă a numărului x) se defi- 
neste astfel: dacă x=n+r, n fiind un număr întreg şi 0 zr — 1, 
atunci [x] 271. 

Să se construiască graficul acestei funcţii. 

177. Să presupunem că 


у=т() (a0) 


reprezintă numărul numerelor prime.care nu depăşesc pe x. Sá se 
construiască graficul acestei funcţii pentru valorile variabilei 
0 x = 20. 

Care este imaginea E, a mulţimii E. dacă funcţia y=f(x} 
este : 

178. y-x?, 

179. y=lgx, 


E.— {12х22}. 
E,={10<x< 1000}. 
E,-(—ocx«ro). 
Е,= (0« |x| z 1). 
E, (12|x|22). 


180. y= 1 агссіс х, 


181. y=ctg 7, 
182. y=|x|, 


Să presupunem că variabila x ia toate valorile din intervalu} 
0<x< 1. Ce mulţime de valori va lua variabila y, dacă: 


183. y—a--(b—a) x. 186. у=|х—х?. 

184. у= 4 . 187. y—ctg zx. 

185. у= 4—- 188. у=х--[2х]. 

189. Să se calculeze /(0), /(1), /(2), /(3), / (4), dacă 
f(x) = x*—6x3-- 11x?—6x. 
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У 190. Să se айе /(—1), f (—0,001), / (100), dacă 


2 | f(x) 91g х2. 
V191. Sá se calculeze f (0,9), 7 (0,99), f(0,999), /(1), dacă 
: Р(х)= 1-х]. 


v192. Să se caleuleze F(—2), f(—1), 700), FU), /(2), dacă 
ft) = | e pentru -осо« xz0, 
2 pentru 0<х<+ co. 


М 193. Să se calculeze /(0, f(—:), f(x+1), /(х)-+1, 


1 D 2 
1), TO’ dacă 


/(ху=1=—® 


TFX’ 


1 194, Sá se determine valorile lui x pentru care: 1) /7(х)--0 
2) ро) » 0: 3) f(x) 0, dacă: 


а) /(х)=х—х%; b) f()osin 2$; c) 0) = (|х|) (12x). 
y 195. Să se determine - 


pa) Letea, 


dacă: a) f(x)=ax+b; b) f(x)ox?; с) У(х)--ах, 
* «196. Fie Ы 
f(x) ax? - bx 4-c. 
„Să se arate cá i 
Д(х+3)—3/(х-Е2)-Е3/ (х-+1)—/ (х) = 0. 
2197. Să se determine funcţia liniară întreagă 
2 /()=ах+, 
dacă f(0)— —2, f(3)=5. 
1 5 Care sint valorile lui /(1) şi f (2) (interpolare liniară) ? 
` 198. Să se afle funcţia raţională întreagă de gradul! a! doilea: 
(x)=ax2+dx+c, 
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dacá 
f(-2»0, 700)=1, fü)-5. 

Să se determine valorile lui f(—0 şi f(05) (interpolare 


pătratică). 
199. Să se determine funcţia raţională întreagă de gradul al 


treilea : 
f(x) ax3+ bx?-- cx 4- d, 


f(—-0-0, f(0-2, f(0-—3 f(2-3. 
200. Să se determine funcţia de forma 
fi)=a+be, 


dacă 


dacă 
7(0)=15, f(2)—30, f(4)—90. 


201. Să se demonstreze că dacă pentru funcţia liniară 
Нх)=ах+0 
sint in progresie aritme- 


valorile argumentului x=x, (1 —l, 2... ) 
=f (x) (п=1, 2,...) 


ticá, valorile corespunzătoare ale funcției y, 
sînt şi ele în progresie aritmetică. 
Ч 202. Să se demonstreze că d 
1 Ро) =а* 
valorile argumentului х=х,(п= 1, 2, — 
tică, valorile corespunzătoare ale functiei y, 
sînt în progresie geometrică. 

203. Fie f(u) o funcție 
determine domeniul de definiție al funcțiilor : 


a siino; b) fa 0181 
А204. Fie 


Să se arate cá 


v/ 205. Fie 


(a 7 0) 


=/(х„) (1-1, 2,- 


хү 


fox) iaa ) 


fen fec 200070) 
) feefon-fo- 


acá pentru funcţia exponentialá 


sînt in progresie aritme- 2 
zu 


definită pentru 0 <и < 1. Sá se 
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ЕЕ ERR C Ed CC QC эслэг 
Să se determine z, dacá: 
(Ix| 1); 


а) (х) =ах; с) f (x)= arctg x 
b) fo-i d) f(x) = log үлэ» 
Să se determine ele(x], vW, ФЇ (0) şi wip], dacă 


v (x) - 2". 


v206. 9 (х) x? si 
p 207. e(x)-sgnx şi 


(0 pentru х= 0, 


: exa : 0 реп 
208. e(0-1. ne sb şi ve pentru х0 


А { а pentru x70. 
V. 209. Sá se determine f[f (x), /{/[/(Х)]}, 


f(x)» ae 


acá 


Ю 


к n 
210. Fie 
fe) ЛЛ... ft). 

C 
Să se calculeze f, (х), dacă ан 


à fl) = + 
A os y 14x? 
(2и. Sá se determine f(x) dacá 
Үй Т(х--1)-22--3Хх- 2. 
'212. Sá se determine funcţia f(x), dacă 


f(x x] =х?+ L . 


x 


П 


{ 13. Sá se determine f(x) dacă 
X 1 — 
feo VI | €e29. 


„Să se demonstreze cá ă ii sî 
dibus m intervalcle P IT UE Apare funcţii sint monoton cres- 
И 214. f(x) 2x? (02 x «4 o). 


v 215. f(x)-sinx 


ulegere de probleme şi exerciţii de analiză matematică 
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217. f(x) 22x + sin x (= « x «4 о). 
Sá se demonstreze că următoarele funcţii sînt monoton des- 
crescătoare în intervalele indicate : 


v 218. f(x) 2x? (—%œ < х0). 
e 220. f(x) -ctg x (0 « x « x). 
V^ 221. Sá se studieze monotonia următoarelor funcţii: 
ax+b 

a) /(х)--ах--0: | 00) f а: 

b) f(x) 2 ax?--bx--c ; 

с) f(x) 2x3; e) /(х)=а* (a>0). 

222. Se poate logaritma membru cu membru o inegalitate? 


219. f(x) 2cosx(0 2х 2 п). 


223. Fie Ф (х), (х) si / (х) funcţii monoton crescătoare. Să 


se demonstreze cá даса 
ф(х) 2 f (x) “ар (x), 
[е (х) 571703) 50100 


Să se determine funcţia inversă х= (у) şi domeniul ei de. 
existenţă, dacă: 


atunci 


224. у--2х--3 (— о<х< + о). 
225. y=x2; a)— co « x «0; Ъ) 0=х< + o. 
228. у= ui (х9 —1). і 


227. у= |1--х2: а)-14х40, Ь)0=х=1. 


228. y=shx, unde shx = i (e*—e-*) (— о « x« + оо). 


g—e* 
ere 


229. у= іһ x, unde thx = 


(—о<х<+ о). 
230. ( 


х, dacă —со<х<1; 
y- x?, dacă 1=х24; 
2%, dacă А<х< + о. 
231. Vom spune că funcţia f(x), definită in intervalul sime- 
tric (-4, 1), este pară dacă 


Р(х) =70) 


“0/(9-2444--34-2: 


12522 


NOȚIUNEA DE FUNCȚIE | 


Să se determine care din funcţiile f(x) date mai jos sînt pare 


E ‘саге sint impare: 


4) f()-InIz*; 


/ а) f(x) 73x65 1+х? 


во) V 099 - VO cx; е) ЛО) = УГРА). 


Зи с) /(х)-гах--агх (a>0). 


„232. Să se demonstreze că orice funcţie f(x), definită în inter- 


valul simetric (-4, 1), poate fi pusă sub forma unei sume dintr-o 


funcţie pară şi una impară. 


= 233. Vom spune că funcţia f(x) este periodică dacă există 
un număr То»0 (perioada funcției în sens larg!), astfel încît pen- 
{гй toate valorile variabilei x pentru care este definită f(x), să fie 
satisfăcută egalitatea 


f(x+nT)=f (x) (n=0, +1, +2,...). 


2: „Să se arate care din funcțiile date sint periodice şi să se de- 


termine cea mai mică perioadă a lor, dacă: 
а) (х) = Асозлх+ BsinAx; 


b) f(x) = sin x+ 4-аа 2% + sin Зх; 
о) = lig x; 


8 /Оо)-46Үх: 
е) f(x) -sinx?; h) f (x)—sin x--sin (x) 2). 
< 1234. Să se demonstreze că pentru funcţia lui Dirichlet 


” 1, dacá x este rational, 
c= 0, dacă x este irațional, 


număr rațional este o perioadă a ei. 


235. Sā se demonstreze cá suma si produsul a două funcții 
dice definite pe aceeaşi mulțime, avînd perioadele comensura- 
sînt de asemenea funcții periodice. i 


————— 
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236. Să se demonstreze că dacă pentru funcţia f(x) (—о< 


<x<+ to) este satisfăcută egalitatea f(x+ Т) = (х), k si T 
fiind constante pozitive, atunci f (х) =ах ф(х), unde a este o con- 


stantá, iar c (x) este o funcţie periodică, cu perioada T. 


S 4. Reprezentarea grafică a unei funcții 


1°. Construcția graficului funcției y—f (x) se face în modul următor: 1) 
se determină domeniul de existență al funcției, Х= {х}; 2) se alege o rețea 


suficient de deasă de valori ale variabilei xj, x...» x, din X $i se constru- 
ieşte tabela valorilor corespunzătoare pentru funcția 


yif Gu) (1-1, 2,..., n); 


3) se trasează in planul Оху sistemul de puncte M; (хь y) i1, 2,..., n) şi 


se unesc aceste puncte printr-o linie a cărei alurá depinde de poziția punc- 
telor intermediare. 

2°. Pentru a obține corect graficul unei funcții trebuie studiate proprie- 
tățile generale ale acestei funcții. 

In primul rînd, trebuie: 1) să determinăm prin valoarea ecuației f (x)=0 
punctele de intersecție ale graficului funcției cu exa Ox (zerourile funcției) ; 
2) să stabilim domeniul de variație al argumentului pentru care funcția este 
pozitivă sau negativă; 3) să stabilim, dacă este posibil, porțiunile de monoto- 
nie. (de creștere sau de descrestere) ale funcției; 4) să studiem comportarea 
funcției atunci cînd argumentul se apropie oricît de mult de punctele frontieră 
ale domeniului de existență a- funcției. 

In acest paragraf se presupune că proprietățile funcțiilor elementare cele mai 
simple — funcția putere, funcția exponențială, funcțiile trigonometrice etc. — 
sînt cunoscute cititorului. 

Folosind aceste proprietăți se pot schița graficele multor funcții, fárá a 
face multe calcule. Anumite grafice pot fi reduse uneori la combinaţii (suma 
sau produsul etc.) ale acestor grafice simple. 


237. Să se construiască graficul funcţiei liniare omogene 
y=ax 
pentru a=0; is 1; 2; —1. 
238. Să se construiască graficul funcţiei liniare 


y=x+b 
pentru b=0, 1, 2, —1. 


239. Să se construiască graficele funcţiilor liniare : 


а) у=2х+3; b) y-2—0, 1х; e) y- —5 —1. 
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77240, Coeficientul de dilatare liniară al fierului este «= 1,2.10-6. 


să se construiască, alegind o unitate de măsură convenabilă, gra- 


ficul funcţiei 
I—-f(T) (—40°= 721000), 


чад temperatura în grade si / lungimea barei de fier la tempe- 
MT. аас 1--100 cm pentru T—0*. 


2941. Pe axa reală se mişcă două puncte materiale. Primul 


“punct material se afla la momentul initial £—0 la 20 m la stinga 


originii şi avea viteza v,=10 m/s; al doilea punct. se afla la mo- 
mentul t=0 la 30 т la dreapta punctului O si avea viteza v; — 20 m/s. 
Să se construiască graficele ecuaţiilor de mişcare ale acestor puncte 
şi să se determine momentul şi locul intilnirii lor. 

942. Să se construiască graficele funcţiilor rationale întregi de 
gradul al doilea (parabole): 


a) yeax? pentru a=i, i. 2, —l; 


е7) у= (х=х) pentru х,=0, 1, 2, —1; 
2210) у=х2+с pentru c=0, 1, 2, —1. 


: y=ax2+bx+c, 
aducîndu-l la forma 


od у=уо+а (хх). 
Sá se considere urmátoarele exemple: 


“зару-8х-2х2) | c) ya —xX?-2x—1; 


_ p)y-xX—3x42; d) у= х1. 


- .244. Un punct material este aruncat sub un unghi a=45* 
faţă de planul orizontal cu viteza iniţială vọ=600 m/s. Să se con- 
ascá graficul traiectoriei mişcării şi să se determine vîrful tra- 
ei precum şi distanța pînă la locul în care punctul material 
“din nou pămîntul (se consideră aproximativ 25-10 m/s?; 
nta aerului se neglijează). 
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Să se construiască graficele funcţiilor raţionale întregi de grad 
mai mare decît al doilea: 


245. у=х3+1. 247, y=x2—xt, 
246. y=(1—x2 (2+x). 248. y—x(a—x) (a--x) (a7»0). 
Să se construiască graficele funcţiilor omografice (hiperbole): 


T 
249. у= >- 250. у= 5. 


251. Să se construiască graficul funcţiei omogratice 


_ ах+ь 
ye cxt d 


(ad—bcz50, cz0), 


aducind-o la forma 


Y=Yo+ 3-2 
Sá se considere exemplul 


3x42 
Ус 2x23: 


252. Un gaz ocupă la presiunea ро= 1 Atm un volum V,—12 m3. 
Să -se construiască graficul variației volumului V al gazului în func- 
tie de presiunea p, în ipoteza cá temperatura gazului rămîne cons- 
tantă (legea lui Boyle-Mariotte). 

Să se construiască graficele următoarelor funcţii raţionale : 


253. у=х+ -L- (hiperbolă). 


254. у--х2-- - (tridentul lui Newton). 


255. у=х+-- 256. У=тта (bucla Mariei Agnesi) 
1 2, 

251. у= туза (serpentina lui Newton). CA 

258. y= ү KM 259. у= р. 
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(х+1) (x—2) 


262. y Im 


Бос 1 2 1 
£200. у= 34x — x 1-3 
: 1 2 1 
- 261. y— Dx T=" 


263. Să se construiască graficul funcției 


ax?+bx+c 
a Papă (880) 
'aducind-o la forma 
yckxtm4 Za 
; onsidere exemplul 
p d Р _х2—4х+3, 


+1 
264. Să se construiască graficul valorii absolute а forţei de 
atracţie F pentru un punct material care se află la distanța x de 
centrul de atracţie, ştiind că F—10 kg pentru x—1 m (legea lui 
Newton). - 
„265. Atunci cind temperatura se menţine constantă, volumul V 
- al ший gaz real şi presiunea sa p sint legate, conform legii lui 
Suder Waals, prin relaţia 


[2+ 92) (0—0 =с 


"se construiască graficul funcţiei p=p(V) pentru а= 2, 
jl şi с= 10. 
Să se construiască graficele următoarelor funcţii iraționale : 


„y=+V —х—2 (parabolă). 
267. у= 2: T lui Neil). 


23 271. у- +хїтб— е. 


=х] ээ Ewa (cisoidă). 
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281. 5а se construiască graficele funcţiilor: 


213. у= + (2—1) (9х3). 
274. Să se construiască graficul funcţiei putere a) у=ш(—х); b) у=—Шх. 
у=х" 


-...982. Să se construiască graficul funcţiei logaritmice compuse 
pentru: а) n=1, 3, 5: b) n=2, 4, 6. 


Ж 2 у= пу , 
275. Să se construiască graficul funcţiei putere unde: : 
у=х" а) уг 1-2: b) y -(&—1)(x—2) (х-3У: 
pentru: а) 1——1, —3; b) n2 —2, —4. [E 1-х. 3) pp Ai е) yy 21e. 
216. Să se construiască graficul rădăcinii : 80) Уг" ix шин )^A 
us ~ 988. Să se construiască graficul funcției 
у= х 
у= 100,2, 
pentru: a) m=2, 4; b) m—3, 5. inflasck fi , { T 
211. Să se construiască graficul rădăcinii 284. SĂ, ва: Constrilască graficul ерні 
= : y-Asinx 
BEN: : 
y- Vx pentru А=1, 10, —2. 
pentru: 5 row rea e m=3, k=4; „285. Să se construiască graficul funcției 
m=2, k=3; m=4, k=2; i 
с) т=3, k=1; ocu, k=3; 5 y sin (x—xo), 
d) m=3, k=2; ко За | 


278. Să - dacă Ху-0, р, у, р, т. 
А ѕе со! iascá i iei i 
construiască graficul funcţiei exponentiale 286. Să se construiască graficul funcției 

-ах 24 
i y-a S y-sin nx, 
pentru а= 5» 1, 2, e, 10. 


1 1 
219. Sá se construiască graficul funcţiei exponentiale compuse | 


1 
sa dacă nel, 2, 3, 87787 
5 —- 287. Să se construiască graficul funcţiei 
Jes, 32 


unde : y=acosx+b sin x, 
а) y, =x; с) Уул 4 e) y -— LI aducind-o la forma 
di : y-Asin(x— x). 
Ю)-Уүес-- 2) dy-a f) љ= тээ 


> Să se considere exemplul: y=6cosx+8 sin x, 


289. Să se construiască graficul funcţiei logaritmice Să se construiască graficele funcţiilor trigonometrice : 


y-log,x 288. y—cos x. 291. y=sec x. 
289. y=tgx. 292. y —cosec x. 


1 
pentru а---ү» 2, e, 10. 290. y—ctg х. 293. y=sin? x. 


Р | 1 
‚ a) у=; Б) у= c) yı=lnx; dy-a 


` 
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294. y=sin? x. 298. y—sinx-sin3x. 
295. y —ctg? x. 297. у----|совх. 
Să se construiască graficele funcţiilor : 
298. y=sin x2, i 
y e 304. y- ES , 
299. y—sin x 
à а 305. у= e” cosx. 
300. y--xcos 5. 306. у= +2 "l/sin xx. 
=tg £.. _ COSE 
301, y=tg = 307. у= ITA 
= int). 308. y—1n (cos x). 
Bp х [2-r sin 3) 309. y —cos (In x). 
p т i. 
303. y= + JI—x?sin $. 310. y-e*?*, 
Să se construiască graficele funcţiilor circulare inverse: 
311. y=arcsin x. - 1, 
312. у--агссов х. 317. y= arde z 
313. y=arctg x. 318. y=arcsin (sin x). 
314. y=arctg x. 319. y=arcsin (cos x). 
, 915. y=arcsin t, 320. y=arccos (cos x). 
* 321. у--агс (tg x). . 
316. ycarccos 1. 322. y—arcsin 2 sinx). | 
323. Să se construiască graficul funcţiei 
y = arcsin у, 
unde 
a) yi-1— 3i c) у= 155: 
k 
b) y= Tzi d) y-e. 
324. Să se construiască graficul funcției 
y-arctg у, 
. unde: 


1 
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25, Cunoscind graficul functiei y— f(x) sá se construiascá 
v. aficele funcţiilor : 1 
о a) y=); b)yef(-xs с) у=—/(—х). 
< 326, Cunoscind graficul funcţiei х= / (х), să se construiască 
graficele funcţiilor : 
а) у= 73); с) у= 7 (2х); 
b) у= +f (x—x); d)y—f(kx--b) (650). 
327. Sá se construiască graficele funcţiilor: 


гга) у=2+11—х; d) у= g arcsin(1 +х); 
b) у=1—е*; 
с) у= 1(1+х); 
© 328. Cunoscind graficul funcției у= f(x), să se construiască 
graficele funcţiilor : 


a) у=|/ (9l; b) у= 3 (f 691-7 09); 
с) у= ESO) 


e) у=3--2 cos 3x. 


329. Cunoscind graficul funcţiei y=f(x), să se construiască 
graficele funcţiilor: : 
а) у= (х); d) у= (f (x): 
Tib) у=); e) y=sgn f (x); 
е) y=ln f(x); 5 y=] 
. 330. Cunoscind graficele funcțiilor у= / (х) şi y=g (x), să se - 
construiască graficele functiilor: 
са) y=f (9+8 x); b) у=/(х)г(х); с) у-7(800, 
. Aplicind regula de adunare a graficelor, să se construiască 
graficele următoarelor funcţii : 
331. y=1l+x+e. 333. y=x+sinx. 
332. y=(x+1) ^(x—1) 7. 334. у--х-рагсөх, | 


. 885. p=cosx+ 1 cos 2x - L cos 3x. 


= 
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336. y=sin x— A sin 3x+ i sin 5x. 
337. y=sint x--cos!x. 

338. y-|1—x |--| 13-x |. 
340. Să se construiască graficele funcţiilor hiperbolice : 


339. y=| 1—x|—| 1--x |. 


a) y=chx, unde chx= (ере); 


b) y=shx, unde shx- 200—679); 


unde х= 2 3, 
chx 


с) ye-thx, 


Aplicînd regula de înmulţire a graficelor, să se construiască | 


graficele funcțiilor : 


341. TEM i . —х? 
343. у=х? зїп? x 346. y=x sgn (sin x). 
à i 347. у= [x] sinzx |. 
344. y— irm 348. y— cos x-sgn (sin x). 
349. Fie 
1-4х|, dacă [х [.21; 
лә {0 „dacă |x|>1. 


Să se construiască graficul funcţiei 


у=} (х) f (a—x), 


dacá: 
a) a=0; Б) а=1; с) а=2. 

350. Să se construiască graficul funcţiei 
у=х--|'х sgn (sin zx). 

Să se construiască graficul funcţiei 


z4 
УС ТӨР 
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354. f(x)=Inx. 
355. (х) =ехѕіл x. 


351. (х) =? (1—59). 
352. /(х)=х (1—2). 
- 953. f(x) sin? x. 


_ 356. Să se construiască graficul funcţiei compuse 


? M -— у=/(и), - 
de u=2sinx, dacă: 
b з . | -1 pentru —co<u<—l; 
Т(4)- и pentru — lzuzl; 
| 1 pentru 1<1< + о. 


351. Fie 


- А 3 0: 
T et) ixl) si ve [2 dacá x« 


x?, dacá x20. 
„Să se construiască graficele functiilor 
а) y=ele; с) ysy lpo); 

Ge b) у= (054) у= [09]. 
- 358. Fie 

2 1, dacă |х |1; 

ин 0, dacă |х|»1 

| 2--х2, dacă 

VOSI 2, dacă 
Sá se construiască graficele funcţiilor: 
a y=]; © y= O]; 
b) у= р C); — d) у= G9]. 
359. Să se prelungească funcţia f(x), definită in domeniul 
iv x>0, în domeniul negativ x<0 astfel încît funcţia obţinută 
e: 1) pară; 2) impară, dacă: : 
a) f(x) -1—x; 
b)f()e2x—x? — e)f(x)ce" 
с) f(9-lx; î f(x) = пх. 
Sá se construiască graficele corespunzătoare. 


[х |и22: 
|x|>2. 


d) /()-sinx; 
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360. Să se determine axele verticale de simetrie ale grafice- | 


lor funcţiilor : 


a) y=ax?+bx+c; c) y= a+x+ =x (0<a<b), 


1 1. - 
b) у= ad dox d) y=a+bcosx. | 
361. Sá se determine centrele de simetrie ale graficelor | 

funcţiilor : 
1 1 i 
a) y=axtb; d) y= bib il 
ax+b e 
b) y= cud! e) у-1--үх--4. 


€) у--ах2--0х2--сх--, 


362. Să se construiască graficele funcţiilor periodice : 


а) y=lsinx|; b) y==sgncosx; 


c) y=f(x); 
unde fe9- A (2—7), dacă Oz xz2l si f(x-I-21) f (x); 
d) »-Ixi-2 [3]: 


е) y—(x), unde (x) este distanța de la numărul x pină Ја numáru] 
intreg cel mai apropiat. 

363. Să se demonstreze cà dacă graficul funcţiei y = f(x) 
(—co<x<-+ оо) este simetrie în raport cu două axe verticale 
х=а şi x=b(b>a), atunci funcţia F(x) este periodică. 

364. Să se demonstreze că dacă graficul funcţiei y=f(x) 
(—co<x<-+co) este simetric în raport cu două puncte A (a, Yo) 
Si B(b, у!) (b—a), funcția f(x) este suma unei funcţii liniare сп о 
: functie periodică. In particular, dacă Уо= у, funcţia f(x) este 
periodicá. 

365. Să se demonstreze că dacă graficul funcției y=f(x) 
(— <х< +œ) este simetric în raport си punctul A (a, yọ) si 
dreapta x=b (ba), funcţia f(x) este periodică. 

388. Să se construiască graficul funcției у= f(x) (—о <x< 
<+), dacă f(x+1)=2f(x) şi 700-хХ(1--х) pentru Ozxzl. 
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—————————— уг) 


367. Să se construiască graficul funcţiei 
y-fQ) 

ES f(x-z)ef(x)-sinx si f(x)—0, pentru О xz. 
7368. Să se construiască graficul funcției y — y (x), dacă: 


(—co<x<+o), 


а) х=у—)%; с) x-y—lny; 
b) х= тти: d) х?=зшу. 


369. Sá se construiască graficele funcţiilor y=y (x), date sub 
formá parametricá : 


a) х=1—+, у=1—Ё; 


1 
b) x2t4- I yet 
y-sint (elipsă); 
y-shí (hiperbolà) ; 
y-3sin?t; 


с) х= 10 cost, 
d) x—chf£, 
е) х=5 соѕ2/, 
f) x-2(f—sinf), y-2(1—cost) (cicloidà) ; 
g) х= VE у= ИНТ, (0). 


370. Să se construiască graficele funcţiilor implicite: 
a) x2—xy+y2=1 (elipsă); 
b) х34-у3--3ху--0 (foliul lui Descartes) ; 
с) (х--Гу-1 (parabolă); 
32 
d) x? +у? —=4 (astroidă); 
e) sin x=sin y; 
f) cos (zx?) =соѕ (xy) ; 
g) x—y*(€»0, y>0); 
h) х—|х|=у—|у|. 


Ф 
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371. Sá se construiască graficele funcţiilor r—r(g) în sistemul 
de coordonate polare (r, 2), dacă: 
а) r= (spirala lui Arhimede); 


b) r= s (spirala hiperbolică) ; 1 


ес. К 

с) г= Pes (0ze« + оо); 
EA 
d) r-2* (Spirala logaritmică); 
e) г--2(1-нсо8 р) (cardioidă); 
f) r= 10 sin 39 (roza cu trei foi); 
g) /2--36 cos 29, (lemniscata lui Bernoulli); 
r T 

h)e- | (21): 


1) p=2zsinr. 


372. Să se rezolve aproximativ ecuaţia 
X3—3x+ 1=0, 
` construind graficul funcției y—x3—3x4- 1. 


Să se rezolve grafic următoarele ecuaţii : 

373. x3—4x—1=0. 376. Ig х=0, 1х. 

374. х—4х-+-1=0. 377. 10 —x?. 

375. x-2 7 318. igx—-x (0х. 2r). 
Să se rezolve grafic următoarele sisteme de ecuaţii: 


379. х+у2=1, 16x?-- y — 4. : 
380. х24-у2--100, y=10(x2—x—2). 


* 


8 5. Limita unei funcții 
1°. Proprietatea unei funcţii de a fi mărginită. Vom 
spune că funcţia f(x) este mărginită în intervalul dat (а, b), dacă există două 
numere m şi M astfel încît 
m<f(x)<M 


pentru x€ (a,b), 


LIMITA UNEI FUNCŢII 49 
55 NE 
Numărul m= Ett £ (x)} se numeşte marginea inferioară a funcției f (x), 
a, 
iar numărul Mo= sup (700) se numește marginea superioară a funcției f(x) 
x€ (а, 
în intervalul dat (a, b). Diferența My—my se numește oscilația funcției in in- 
tervalul (a, 5). 
2°. Limita unei funcții într-un punct. Prin expresia 
lim f (x)=A (1) 
xa 


se înțelege cá, pentru orice s>0 există un număr 8=8 (e)>0, astfel încît ori- 
care ar fi x pentru care f (x) este definită și care satisface condiția 0<|x--a|<3, 
este satisfăcută inegalitatea 

|/(х)—А| <s. 


Pentru ca funcţia (1) să aibă o limită este necesar și suficient ca pentru 
orice şir x,—a (1—1,2,...) să Не satisfăcută egalitatea 


lim /(х,)54. 
noo . 
Existá urmátoarele douá relatii remarcabile : 
1 


si = 
1) tim Хр; 2) нт (1) ze, 
хэ0 X x20 


Criteriul lui Cauchy. Limita funcției f(x) în punctul a există 
dacă și numai dacă pentru orice г>0 există un 8--8 (e)>0, astfel încît. 


|f (x*) f (x^ | «s 


„de îndată ce 0< |x'—a| «8 si 0< | x"—a| <8, unde x’ si x" aparțin dome- 


niului de definiție al funcției f (x). 
3°. Limită la dreapta si limită la stinga. Vom spune cá 
numărul А” este limită la stînga a funcției f (x) în punctul a: 
A= lim f(x)—f(a—0), 
dacá хэа—0 а 
[А7 (х) | «s pentru 0<а—х<8 (e). 
In mod analog vom spune că numărul A" este limită la dreapta in punc- 
tul a pentru funcția f (x): 
А"= lim f(x)-f(a-4-0), 
dacá Sica 
|A"—f(x)|«s pentru 0«x—a« (e). 


,, Pentru ca funcția f (x) să aibă o limită în punctul a este necesar 51 su- 
ficient ca 
f (a—0)=f (a+0y 
4. Limită infinită. Scrierea convențională 


lim f (x)= oo 
7 xoa 


4 — Culegere de probleme şi exeicitii de analiză matematică 
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înseamnă că pentru orice £>0 este valabilă inegalitatea 

If(0]| > E, de îndată ce 0< |x—a|«3(E). 


5°, Limită parţială. Dacă pentru un anumit sir Ху-»а are loc ega- 


- litatea 
lim f (x,) - B, 
noo 


atunci numărul (sau simbolul co) B se numește limita parțială (respectiv finită 3 


sau infinită) a funcției f(x) în punctul a. 
Cea mai mică şi cea mai mare din aceste limite parțiale se notează cu 


limf(x) si limf(x) 
хэа хэа 


si se numesc respectiv limita inferioară si limita superioară a funcției (x) în 
punctul a. 
Egalitatea 5 
lim f (х) = lim f (x) 


хэа хэа 


este necesará si suficientá pentru ca functia f(x) sá aibá о limitá (finitá sau 
infinitá) in punctul a. 


381. Sá se arate cá funcția definită prin condițiile 
f (х)=п, 


unde m şi n sînt numere întregi prime între ele şi л:>0, şi 
f(x)=0, dacă x este irațional, 


m 
pentru х= т” 


este finită dar nu este mărginită în fiecare punct x (nu este măr- 
ginită în orice vecinătate a acestui punct). 

382. Dacă funcţia f(x) este definită şi mărginită în fiecare 
punct: a) al unui interval, b) al unui segment, este oare această 
funcţie mărginită în intervalul dat, respectiv pe segmentul dat? 

Să se dea exemple corespunzătoare. 

383. Să se arate că funcţia d 


este mărginită în intervalul —oo <x=< + оо. 
384. Să se arate că funcţia 


fo Аосов-- 
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nu este mărginită în orice vecinătate a punctului x=0, totuşi nu 
devine infinită atunci cînd x—0. 


335. Să se cerceteze dacă funcţia Eod 
Ў) = In x «sin? —— 


este mărginită în intervalul 0<х< e. 
386. Să se arate că funcţia 


fe) Hu 


are in domeniul Ozcx<-+-oo marginea inferioară m=0 şi margi- 
nea superioară М--1. 

387. Fie funcţia f(x) definită şi monoton crescătoare pe seg- 
mentul [а, b]. Să se afle marginea inferioară şi marginea superioară 


„a acestei funcţii pe acest segment [a, b]. 


54 se determine marginea inferioară şi marginea superioară a 
funcţiilor : i #5 


388. f(x)-xt în (—2,5. Oa 262% 
о 2 
м0, fila m toata: О 4 


395, f(x)= [х]: a) in (0,2) si b) în [0,2]. 
396. f(x) -x —[x] in [0, 1]. 
397. Să se determine oscilatia funcţiei 


fe)ex? 


. n intervalele: a) (153) ; b)(1,9; 2,1); c) 1,99; 2,01); d) (1,999; 2,001). 


эх. 1-4 9 
390. f (9-2 în (0, +o), та | О, 2-2 4 
391. f) -x- l im (0. +o) Q 0 
392. f(x)=sinx in (0, +œ). Pitis _„ 
393. f(x)—sinx--cosx in [0, 25. = c 
394. f()-2' in (—1, 2), BM, 
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f 
398. Să se determine oscilatia funcţiei 7 23 
f G9) arctg + Ut 4 

in întervalele: а) (—1; D); b) (—0,1; 0,1) c) (—0)01 ; 0,01); d) 
(—0,001 ; 0,001). 

399. Fie m [/] si M[f] marginea inferioarà respectiv margi- 
nea superioară a funcţiei F(x) în intervalul (a, b). 

Să se demonstreze că dacă f,(x) si f2(%) sînt funcții definite 


în (a, b), atunci 
m (fut fa 9m Ua) m Ufa 


MF f) LMS] +M Ul. 

Să se construiască exemple de funcții ЛО) şi f(x) penru 

care să avem în ultimele relații: a) egalitate şi b) inegalitate strictă. 

400. Fie f(x) funcția definită în domeniul [a, --оо) si măr- 

ginită pe orice segment [a, 2]. 
Punem 


şi 


т(х)- int f(b 


"Ч асах 
М(х)= sup f(x). 
ax 


Să se construiască graficele funcţiilor yem(x) si у= М(х), 
dacă : 
a) f(x)-sinx şi b) f(x)—cosx. 
401. Sá se demonstreze, folosind limbajul,s—2*, cá, 
1 lim х2=4. 
хэд 


54 se completeze urmátoarea tabelă : 


--Ы- _ 


0,1 


0,01 | 0,001 | 0,000 1. | 


ÎN PNI O PI г 


Gi d di lt 


i 


492. Sá se demonstreze folosind limbajul »Ё--85, cá 


= 1 
lim =+ 
хэ! (1-х)? ш 
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PD NI li À— 


Să se completeze următoarea tabelă: 


[= [= 
IE 


403, Să se formuleze cu ajutorul inegalităţilor următoarele 
afirmaţii : 


а) lim f(x)=b; b) lim f(x)-5; с) lim. odes 


| 100 
| 
1 


Sà se dea exemple corespunzátoare. 


Să se formuleze cu ajutorul inegalitátilor urmátoarele atirmatii 
şi să se dea exemple corespunzătoare : 


404. а) lim f(x)-b; b) lim /()-0: c) lim /0)-0. 


405 a) lim f(x) — со; 1) lim 7 (х) = + о; 


x2a—0 
b) lim (x)=— 0; g) lim (х) = о; 
хэа хәа+0 
с) linf(x)— + о; h) lim у(х) = —0; 
хэа хэа- 0 


d) lim /(5):558: 
хэв-0 


i) lim /(х)= + о. 
x2a4-0 


e) lim f (2) — $ 


ха 


406 a) lim /(х) = о; 


хә 


f) lim 7()= +0; 
b) lim (х) = — о; g) lim (х) =; 


хәс Ё хә+ = 

c) lim f(x) + о ; h) lim (х) = —9 5 
xoc x+ o 

d) lim f(x)=%; i) lim f(x)— + о. 
хә—® хэ+фо 


e) lim (х) = — о; 


$ 
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407. Fie y—f(x) Să se formuleze cu ajutorul шесан ог : 


semnificaţia celor scrise mai jos: 

a) y>b—0 pentru xa; 

b) y>b—0 pentru xa—0; 

C) y>b—0 pentru x—a4-0; 

d) y—b+0 pentru xa; 

e) y>b+0 pentru х-а-0: 

f) y>b+0 pentru x—a--0; 

о) y>b—0 pentru xo; 
h) y>b—0 pentru х---сор | 
i) y>b—0 pentru зй о; 
1 y>b4+0 pentru Х-»со: 
k) y>b+0 pentru Х---со: 
1) y>b+0 pentru x—-+oo. 
Sá se dea exemple corespunzătoare. 


408. Fie 
P (x) ayx" + арх"... + da, 
а,(-0, 1,...,n) fiind numere reale. 
Sá se demonstreze cá 
lim | P(x)| = c». 
хэс 
409. Еіе 
ax" - ax" +... +а„ 
R(x) = Бух" ух dus Tb, 
unde 2050 si 0,50. 
Sá se demonstreze cá 


e 


о, dacă n>m; 


x а x 
lim R(x) = 527 dacă n=m; 
хэ о 0 

0, даса n«m. 
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2223 . Fie : 

- 410 mar К 
Q(x) * цас» 


р(х) si Q(x) fiind polinoame de x, şi 
P (а)= Q(a)— 
Ce valori poate lua expresia 


Р(х)» 
іт соу 


Sà se determine valorile urmátoarelor expresii : 
ан о 
$5. ) А х2-10) im 2-1 “2-1 - 
v e411/ a) lim ma` b) lim zis c) lim. 2x1—x—1 e 


2) 
аздан (1+3х)—1 


t lim / =. а 
5 Ed. 

o 413. im C897 uem. « ex 224 

% —1 $a 


"Y 44. lim Ee. жш (m şi n fiind numere naturale). 
хэ 


/ 


/ 


Pe 1) (x—2) (x—3) (x—4) (Х--5) 


уе 415. lim 


p: (5x—1) ў Г 
416 lim 2:-3798х+209 (5) 
pre 416 lim — er 09 | 


(х++1) 694-1. 4-1) 27 


P © quatn E 


à xi—5x4 nO A3—2x—1 
o 418. im- Р EH. 422. lim NH 
хэ-17 d 
—3х-Е2' А х2—х—2)20 
419. ШЕ 423. їт-————* - 
2 p= —4х+3° x32 (3--12х-4-16) 7 . s 
х5—3х+2 m 
420, in 14543" F TA lim Et 254 no 
Ж» V хэ! 
3. 9x? —Ax 8 
421. пп ®-® cun 32 
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a EAM 


/ q^ na^ (х Б 
y 426. lim € cim. Ш a je numár natural). 


хэа (х-ар А 
^ 427. lim giusti. — număr natural) 3 (n— număr ass 
oxi (х—1)? ў E „эсе 
' 5 y1-2x-xi-d +x), Үх+2-ўх+20 , 
5 т Д UH 3 ULM li 
428. Hur [сет] (m si n — numere naturale). | K in x s 449, ыз WrY9—2 Ух+9—2 
| А 4/8--3х--33-2 x x 
77/429. lim -L-|[x-- £ | + (x+ ре. | LE e 21. +46 ETT A wp Y 
ME n Xon x W Ё ыг 1/459. lim == 
^ ! 1 ни 0274-Х-(27--Х E: x30 
A (п-1)а da i447. lim 1— le 
4 430. Ji m Е E [+3 Ч! +.. pire |: Yoox» xS 2 
Эм x? 
GB. im VENE. ik ine 
Indicatie. V. exercițiul 2. хәо Viza хэд Y1—5x—(1+x) 
1243+... +20- 1)? М ax- Vic 
481. lim “20 gt. 3 452. im id Ё (m şi n—numere întregi). 
? з 23 3 1+ах Vit х-1 
432. lim Irae Ву J 453. lim V у $7 (m sin—numere întregi). 
e ` x30 


1454. Fie P (x) a, x-Fa5x?4-...--as x" şi m număr intreg. V 
VIEPGU-—i a 


Indicatie. V. exercitiul 3. 


Să se demonstreze cá lim 


433. lim 124434794... +(3n— a 


: 5 2 x30 * p 

Pige 3 вээ PART E Să se afle limitele: | | 
434. Sá se determine aria triunghiului curbiliniu OAM (fig. 3), Vx x— А | А : 

mărginit de parabola y-b[ ^, de axa Ox si de dreapta x=a, 34%. lim, Yx- pt gi mo mere întregi). 


considerînd această arie ca fiind limita sumei ariilor dreptunghiu- 
А 4. ї а 
rilor inscrise, ctt baza ru unde л->со, 

Să se afle limitele: 


fla. "^N 
456. lim METRE а, l- 
хэ! (1-х) 


457. lim 16:44) bx]. 


x» 5 Үхэ хэ-8 Үр 


484. m Yxa xx. \ 439. lim Vi VatVa=a "459. "im | ZI - 2 FEX ex) : 


хэ +оо 


хэ оз Үх+1 xa үх?—@ 


Y132x-3 (040 im EBD | (V: Бүрж 
0437. im НАВС num 2-8 pope iE 1. 


раі ^ x24 


Ї 
22 46: lim раа P lim | 133, | 458. Щр, (үх--Үх--үх-Үх). 
D 
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461. lim AERE E -4/Хх3--х2--1), 
462. “н (3/х3-+3х?— | х?—2х). 


x2do 
1 2 


1 2 2 
463. lim x?^[(x4-1)? —(x—1)7]. 
хә o 


3 
464. lim x? (/x--2—2l/x c 14-Yx). 
„Xeo 


465. im 3 i da 0 , 
2-1 ыг л 
j ^ 466. lim get c-r 2 Kine natural). 
Н xo 
У 407, lim To (n — numár natural). 
“хэ0 


488. Să se studieze comportarea rădăcinilor x, şi x, ale ecua- 
феі de gradul al doilea ах2--0х--с--0, atunci cînd coeficientul a 
tinde către zero, coeficienţii b şi c fiind constanti, iar 0580. 
+ 469. Să se determine constantele a si b din "n ca 
22 
;—ax—b]- =0. ё 


х2-1 


Ass 


410. Să se determine constantele a, si 0, X 
tüle : 


2) din condi- 


lim (2х 1а —6)=0 
şi e 


lim (32 —x-E i —ajx—5;) — 0. 


x2 
Să se alle limitele: 
2 os 
41. im SSE. 6, 


хэй 


472. lim зая, 


4 х co 


^ Р sin mx - es Р 3 
473. lim — — (m si n fiind numere întregi). э 
/ хэл SINAI > 
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T ag IM. irsinx—cosx N 
ES тъ. - i 4 грал. /їт 30 Î+sin px—cospx" 
ә, igx—sinx. 
! Jn. {ип ir x 419. lim tg 2x tg (=). 
sin 5x—sin3x reg 
A (6, im НЫ 480. lim (1—2) tg -- 
77.) lim 205—805 3%, an 


x30 
481. Sá se demonstreze egalitátile : 


a 
v 


a) limsinx—sina; 
хэа 


b) limcosx=cosa; 
хэ 


c) limtgx=tga 


x-a 


[ens n=0, +1, £2... 


Să se afle limitele 


+ "um sinx-sina | ын ) lim ctg хова е 
5 CQ, X90 = / "Xa х—а 
f 
t n 1. COSX—COSQ ; Р sec x— seca 
(48. lim —————— — 9. lin — — 
+ * —7 хәа x—a QZ777 хаа х-а | 
"e c—t Ad. үр, С08ёс Х--086с 0 
A «484. lim шах, - 44481. Пт M. 
^ xa 4: > ~ хэа 
"eo qs sin(a4+2xX)—2sin (ax) sf a 
4488, lim Se 
s iet x 
х - 
Р зар cos (a-4-2x)—2 cos (а+ х) - cos a 
(489. lim - PI 
uiis x20 xt ) 
4 Ем 24 (a x)ttga. 
„+ чоо, ын 
20 491 fim сіс TS: ctg (a+x)+ctga 1 
, 4 > 
No хэй КЫ 
a SE +x) sin (a-- 2x) —sin? a 
492. lim 9€ . 
E x30 x 
j 49: 2 sin?x sin x—i 
mA 493. li «2 sin? x—3sin x-1 PS { 
x 48405. > lim 2 
i—cos x cos 2x cos 3x 7 x 
(х 494. lim — — — ——* 3 


2 
хэй 1-с08Х | 
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2-95) 2-26 fgx-3tgm , 


x» cos let ] 


x +497. lim ночое оца, а 


ee x 
+ + вт 2—ctg x—ctgix" 


S “үгт Үзэн x; (5082 lim 
‚ + op илж 

ЭХ, / lim 2.2 AMET 
M. x0 lV1-xsinx—]l cos x 


1- Ycosx 
50 1—cos (| x 3 


Р | == 
) lim 1905 хүсоѕ2хўсоз 3x 


x20 x? 


m osr- Veos a ses Jim (sin Vxx1—sin yx) 
нан Е 
Y1—cos x? Ё 1+х | 
I= cosx ` + 6063) m) ; 
ке 1- 1-Үх 


Ай» ) lim (4) 
D m lim ici PE 4 


Jim | 


29. im m (243) H . 
‚ у (бы, 


^ ХЭ 


1 
4 h х2+2х—1 ү 
4 ON pe | "2х#—3х—2 | Ы 


& (508. (sog) lim Ez ESI = 


SIT sol? roe ч) 
509. ит (зше), + (ab) Vi 2 
99% 1 x20 


510. lim w le(s ши ЕЕ Є ER 


x—i g 
i ? 
+ (шуш lim [21] T 
+ (уна, (Ек | (а>0, m9. 


+5182 1 (1 --sin пх)“ <. 


Li 
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n+x)” 
n-i 


m 527) ò lim 


A naa 


2 3 144ЕХ smx 
á (619) lim i 
а =" Дэн e ? 528. lim cost -L- = q 
€— noo - 
sinx ийчї, 
TIEN — (5, 5295 lim гн 
E m TM хш (x 1)—Inx]. 


D . [cosx 7 x 
ue lim [зк] 


A ё bai. 1 шагай” (4»0) лл 
2) gae 
: 4622) pi (вх) + 322) lim [sin In (x + 1) —sin In x]. 
A ч хэр 

1 dy, (sinx)** . 


In (x?— -Х41), 
(i 533. lim уруу” 
x2 
D пер m eti 
all s M nera. 


3 525. lim n (sin : +оо т) A Oy А In Gam 


2 mda Va) A 
p VcosY x. 2586. lim aj 


1 хәте In 145442) 
: 227 . . log (х--0) 4108 (x—/)—2 log x 
27:21 шилн 
rE > 


520. А 


(x>0). 


A. ы | ши "n | 
B v inte (tax (544. im xe». М 
ENTE m 4 A MIS OP 
: 1x. a à 


^ x90 
1+х+3* 


sin bx 


? 545. * 


хэ0 

2546. lim. (5+): 

Я n3 4 n Ы 
qax 0х 


. 
o Sin «x—sin gx 


(a0). 


In cos ax, 
Tn cos bx х, 


2y? 
9. lim [1 nx4Yi—ng ). 
эв d 


7589. pt 


(а> ( 547.) lim 


а>о E 5485 lim © а - 


>S-— хэаХ 


(27-0) 


4 Гє AG 
(220) NL 
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pa 


—h 
+ (550) lig a gat 
“6-7 Вэ 


(a0). 


551. lim (etate eoe 
xoc (xabpy*tete 


7 88827 im n(/x—1) (5-0), 
CT lim m(yx— HN x) (20). 


овна ver 


fuss lim Бал (4»0, b:>0). 


(a>0, 57-0). 
nc 


(a0, 9-0, c0). 


—7 x90 


E 557, lim 


| 
JP 556. Jim [rer +”) 
| (a>0, 57-0, с>0). 


ql plu exl 
а+б+с | 


1 


" (558. lim (58) (a>0, 55-0). 


хэй( a*4-5* 
н 559, lim 2-0 
+11559. lim аер 420, 00) 
а. ЭРТ 
- { Ї 
те eos (20. 
0 561, a) lim "3%, ne mU, Ж 


хэ—®1п(1-+Е2*) ' Мйне In (1425) 
/]- 562. lim In (12% m. 
( im In (1-4 Шин 563. lim (1 —x) 6, - 


564. Sá se demonstreze cà 


lim 30 P п>0). 


хэ -+o а 
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565. Să se demonstreze că 
1 
285 0 (аъ1,в>0). 


хә+о X 


Sá se afle limitele: 
Ла (ё +е) Ine). 


А889 а In (x*4-&*) wb) 8... In (cip) 

AGT lim In (1+хе*) А 

$ 7 xsoln (x+ Y14 x2) 

| 5687 lim. (х4:2)(х-2)-2(:4-1) In (1) x Inx}. 
хэ +оо 


569. Jim n [ne In a)-1n ж! (a>0). Y 


In 
: EISE axti), 1 
570. lim lur. in =) i 
71» lim ViFxsinx—i . 
x20 —1 
4 72 im cos (xe* EX хє”) a 
x30 2 
= — хт ` а a sectă 
: deos Qé 1) 5, 1 (674) lim (2) 2. 
ы x20 хэ! 
—gint t? 
2875. іт y e ii E (el, ЁО), "p N. 
» E: (1—sin? x) (1—sin? x) 
+1876) lim (у. exercitii 340). 


хэй ÎN m 39 


877. lim Sh yx*-rx—shyxi—x Vx Ex—shyxt—x { =\" 
k хэ +оо ch x 580. li en т 
— . . lin |——1- 
+878; tim. (х= ch x). - лэ | cos z 
3 4 
; esin 2% зах à ZEIT за dex 
CECI 819; lim mm P A-CS8t. эн arcsin гүү? 


. 63 
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xe 


i. 583. lim ас, 


ГЭЖ 
А 
х—2)? Sf А50 --- 


—P. 586, ШШ arctg (1-Ех) — arctg (1—3) ^ 


587. lim arctig za |+ 


A noo 
4 488% um 215... M 
14 588, lim x [I —erete зат) 
erc ud EE 
44389; ca sn 3 — arcsin тен! 
' 590. li |: сал cosec (a VEFTÐ 
` i hin * n 


3 1892.) lim x In x 
? 591. lime "- 7 SR o ` 
E хәб X 


(0595. а) lim (}үх?+х—х); b) lim (х2-Ех—х). 
м x4—o > xo 


Ls ———— r 
2594.) a) lim (TF x+x— l'i—x 4 x?) 
жан хэ—% 1 


. b) lim (Vic x4o8— Y1—x34 x2. L 
"icon 1 1 
1-17595,7) i —-— lim arct T 
j мий 3 ЫШ, am 1-х b) E s 1—х i А 
(599) a) lim — r; Ы lim ae 
Е РЕ 1465 1+е* 
de M La 22 ma+e), p dim PO”, 
ST Ipa RA хоо? EM E 
` ' V. 598. Să se demonstreze că 
a) i240 pentru X — 0; 2 
n E PT NE 


pentru х» -+ 00.7 
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o 


599. Să se demonstreze că 
a) 2 1—0 
b) 2140 


pentru x——0; ` 
pentru x— + 0. 


600. 54 se găsească valorile f(1), f(1—0), f(14-0), dacă 
Р(х) =х+ра]. 


601. Să se calculeze f(n), f(n—0), f(n--0) (1--0, +1,...), 
dacă f(x)=sgn (sin zx). 


„Să se afle: | 
692. lim xcost . 605. lim sin? (r V72F n). 
тел Eo ur 2 Зэр 
603. lim x[z] * 77606. lim sinsin...sinx. — Ü 
' зл. / DUST ape 7 
604. lim sin (x 224-1). 
noo 


697. Dacă lim ф(х)=А şi lim w(x)— B, putem afirma oare cà 
xA 


" А xoa 
[5 . lim w(o(x) — 8? 
Xa 


Să se considere exemplul: (x)= ЕЧ pentru х= P, unde p 


şi q sînt numere prime іліге ele, iar e(x)=0 pentru x irațional; 
р(х) =1 pentru x 0 şi (x) =0 pentru x=0; (x— 0). 

608. Să se demonstreze teorema lui Cauchy: dacă funcţia f(x) 
este definită în intervalul (а, +- со) şi mărginită în orice intervai 
finit (a, b), atunci 

а РО) 

a) m 0 


= lim [f(x4-1)—f(x]]; 
xo 


fix 


1 
ух ^ +1) 
b) lim [Gif = lim “у — 00020) 
хэ+ о x24 


+ în ipoteza cá părţile drepte ale egalităţilor au limite. 


609. Să se demonstreze cá dacă: a) funcţia /(x) este definită 
în domeniul x>a; b) este mărginită în orice domeniu finit 
а<х<0; c) lim [f(x4-1)—f(x)] - со, atunci й 

хэ 
и тө) _ 


х 


lim 
xd 


5.— Culegere de probleme si exerciţii de analiză matematică 
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610. Să se demonstreze că dacă: a) funcţia f(x) este definită | | 
în domeniul х`>а; b) este mărginită in orice domeniu finit 5. . 


a«ix« b; c) are limita finită sau infinită 


lim Дх+1)—/(х) -1L 
xə +o xt 
atunci $ 
: (х) _ 
um, ași i 


611. Sá se demonstreze că 
+ хү 7 " x xt). 
a) іт (14-7) =e; b) lim (++ +.) 


612. Sá se demonstreze cá 


lim n sin (2xen !) 22s. за 
noc 


Indicafie. Se va folosi formula (*) de la exercițiul 72. 


Să se construiască graficele funcţiilor : 
Таз а) y21—x!*; Эф lim (1—x2) (—1 2x 1). 


пә со 


100 ^. n 
614. a) y- ag 0); (r= im “к>. 


4 Сод X —X 
7s. у= lim pe (x 2&0). 
616. у= lim |/x24-.- 


no , 
vaa d (x > 0). 
no 
n lad 
88 у= suec (xs 0) 
2 


(x > 0). 


An. х?" 


62а) у = 511100 х; 


319. y= lim TEE 
b) y= lim sin?" x. 
noo 


1621. y us fim em сс ҮЕЭ. 


/ n-o 


(х > 0). 


х 
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\ 622. y= lim (x—1) arctg x". 6%. = dm 2+ 
arua 


фа у= Jim Vi rere [zz . у= lim £u 5 (x29. 


ven. spune cá dreaptá y— T үл" айан curbei 
y=f(x), dacă 


lim [f (x) —(kx4-5)] -0.. . 
хәс 
Folosind această ecuaţie, să se deducă condiţia necesară şi 
suficientă pentru existența asimptotei. 
627. Să se determine asimptotele şi să se construiască urmă- 
toarele curbe: 


x? 
a) Jeu x2 e) у=10(1+ех); 


b) y= lx; f) y=x+arccos 1; "e 


3 22308: Ы MEX 
c) у Vx x g) y= 5 z 
S (14x) 
d) ues ; 
Să se afle amatoare limite : 4 
lim 8 " NL xm rr 
Amm Im —mn33i7 0 1801 


.4(1-нх29)|, dacă |x [s 1. 


еб lim (13) (19:9) 4-9). 
im | cos cos. .- COS z 
4 2 


631. e 
9 (x) 
PET 5 
unde w(x)»0 si ^ dier үес 2,...) pentru ло, adică 
а е pentru m=1, 2,... şi n > № (е). 


Să se demonstreze că 
Jim [v (,) +P (0) +. ош] = 


lim (8, 4-0 (8, 04----4-0 (em), 0) 


„în ipoteza că membrul al doilea al egalităţii (1) are limită. 
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Tinind seamă de ultima teoremă, să se găsească: 


632, ип Y (Vi E - 1. 


пэк 
sss. im [n si а Tien 
n К 
" п? 
634. lim XC —1) (a 90). 636. jn Ц cos Ta T 


637. Sirul x, este definit prin egalitátile : 
Е 22-22 — 
x,-Ya, x=\a+ Va, x= | a+ a+ Va,... (a>0)-. 


Să se determine lim x,. 
пэс 


638..Sirul de functii 
У.=5,0) ((02х421) 
este definit in modul urmátor. 


- 2 
Yn—i 


x 
л= 5, е 3 (1-2, 9144) 


Sá se găsească lim у,. 
noo 


639. Șirul de funcţii y,— y, (x) (2x1) este definit în modul 
următor: 


x х 
X». Szt (4-2 3,...). 
Să se găsească lim y,. 
пәс 
640. Pentru rezolvarea aproximativă a ecuaţiei lui Kepler 


Я x—esinx=m  (0<s<1) | (1) 

se pune 
Хует x 
(metoda аргохїтай ог succesive). 


=m+ esin xo ..., X,—m--esinx 


pase 


Să se demonstreze că există E=lim x, si că numărul E este i 


unica rădăcină a ecuaţiei (1). пэ 
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< 
^ 641. Dacă o,f este oscilatia funcţiei f(x) pe segmentul 
|х—Ё | zh (120), atunci numărul 

9007) lim o, () 
se numeste oscilația funcției f(x) în punctul E. 

Să se determine oscilatia funcţiei f(x) în punctul x=0, dacă: 


a) f(9) -sini; e) (х) = UE 


b) f(x) = Lcosl; î /(х) = 
‚1 " 
с) F(x) = x [2csin i]; 1 


à) 70) = Таг 1; аи 


642. Fie 
Р) -sinl. 
Sá se demonstreze cá oricare ar fi numărul «, satisfăcînd con- 
diia — 1.001, există un şir x,—0 (n—1, 2,...) astfel, încît 
lim f(x) =% 
пэ х 


643. Să se determine 
I=lim f(x) si L=lim f(x} 
330 x20 


x20 
dacá: 


ый A 
a) f(x) =sin? — + = агсіє g; 


1 
8-- 
sec x 


b) f(x) -42--х2) cos A; с) f(x) = | 1+сов | 
644. Să se determine 


I—lim f(x) şi 


x3 


L= lim f(x), 


xc 


- + 
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dacă 
с) f()=2"*; 
d) Л) = 


14x?sin?x 


a) f(x) = sinx; 


b) f(x) 2x?cos? х; (x20). 


5 6. Ordinul de infinitudine şi ordinul de creştere al 
unei funcții 


1*. Prin expresia 
ф(х) =0* ($ (х)) 


se înțelege că funcțiile ф(х) şi ф (x) au in procesul dét х-»а acelaşi ordin de 
infinitudine sau acelaşi ordin de creştere in sensul strict al cuvîntului, adică 


lim 9 -k o<: k| <+). 
x»a Ф (X) 


In particular, dacă pentru х-»0 avem 


e (x) =0* (х") (п>0), 


zicem cá ф(х) este un infinit mic de ordinul n in raport cu infinitul mic x. 
In mod analog, dacă pentru Х-»со avem 


e(x)20* (x") (n»0), 


„Zicem cá ф(х) este un infinit mare de ordinul n în raport ca infinitul mare x 
2*. Expresia 
Ф (х) 0193) 


înseamnă cá funcția ф (x) are pentru Х-»а un ordin de infinitudine mai mare 
decit jfunctia о (x), sau cá funcția o (x) are un ordin de creștere mai mic 
decît funcția à (х), adică 


lim 900. 


230, 
x»ad (х) 


3°. Dacă pentru х-»а ordinul de infinitudine (în sensul larg al cuvîntului) 
al funcției с (x) nu este mai mic decît ordinul de infinitudine al unei anumite 
funcții pozitive Ф (x), sau dacă ordinul de creștere al funcției с (х) nu este 
mai mare decît ordinul de creștere al funcției ẹ (х), adică 


йа 1900106 вео), 


хэа Ф (х) 


couvenim sá scriem 


q (x)=0 (% (х)). 


„A. 648. Fie o(f(x)) o funcţie oarecare 


ORDINUL DE INFINITUDINE : 7" 
PS йн 

4*. Vom spune că funcțiile eQ) şi o (x) sînt echivalente (o (x) ~ v(x)) 
pentru x4, dacă 


lim g% e 
x»a Q (X) 


Astfel avem, de exemplu, pentru x0: 


sin хех; tg xx; 


а®*—1—х1па (а>0); 


Yx -i~ E In (1-3) ex. 


In general, (х) +0 (o (х) ~ e (х). 7 TRE 
Pentru determinarea limitei raportului а două funcții, putem înlocui 
funcțiile date prin funcții echivalente lor. 


645. Considerind că unghiul la centru АОВ=х (fig. 4) este 
un infinit mic de ordinul întîi, să se determine ordinele de infini- 
tudine ale următoarelor mărimi: a) coarda AB; b) săgeata CD; c) aria 
sectorului circular АОВ; d) aria triunghiului 
ABC; e) aria trapezului ABB,A,; 1) aria 
segmentului circular ABC. 


avind pentru x—a un ordin de creştere mai 
mic: decit funcţia f(x) si O(/(x)) o funcție 
oarecare avînd pentru Х-»а acelaşi ordin de 
“creştere (în sensul larg al cuvîntului) ca si 
funcţia f(x), unde f(x)>0. 


Să se arate că: 

а) o(o(f(x))) = о(/(х)); 
by O(o(f(x)) -o(f69)): || 9 ОСЛО) o C669) O (£C); 
e) o(O(f 69)) = o (f (3): 1) O(f6))*O (269) O (Д(х) (х). 
647. Fie x0 şi n>0. Să se arate cá 

a) СО(х")--О(х7) (C este o constantă); 

b) О(х7) + O(x"?) = O(x) (n<n); 

c) O (x*) О(хт)= О (х"+т). 


d) O(O (f(x) =О(Дх)); 


9 4 
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648. Fie x—--co si 70. Să se arate că 
а) CO (хт) = O(x"); 
b) О(х") + O(x"») - O (x7) 
c) O (x^) O(x") = O (xm. 


(n>m); 


5 Pe sc а arate că simbolul ~ se bucură de proprietăţile: 
e reflexivitate: ф(х) ~ : i ie : á 1 
y e E жө ы )~Ф(х); 2) de simetrie: dacă 9 (x) «Y (x), 
V (x) eX (x), atunci ф(х) «X (x). 

650. Fie x0. Să se demonstreze următoarele egalitáti : 


е) (x+ Vx+ Tx “Ух; 
f) arctg + =0(1); 


а) 2х—х?= O* (x); 


3 
b) xsin x= O* (x°); 


us © " 
с) xsin = —O (ix); g) (1+ x)! —12-nx4-o (x). 


d) Inx—o(-L- ; 

) ах o() 9): 

651. Fie x— + со. Să se demonstreze următoarele egalitáti : 
a) 2x35—3x?--1— O*(x3; е) Inx—o(x*) (£20); 


b) ago ($): t) we o 1 е 


eH EJ 


9 xtesinx= 009); g) | Ver Ys x; 
2555 “ОЧ 


TFX xi h) х24-х In100 x ~ x2, 


652. Sá se demonst á ici 

паана тете cá pentru x suficient де таге au loc 
a) x?-- 10x 4- 100«0,001 x3; 
b) Ini000x< Vx; 


c) x 10ех < е2х, 


“653. Să presupunem cá х-»0. Să se pună in evidenţă partea ` 


principală de forma Сх” (C fiind о constantă) şi să se determine 


+ 


3) de transitivitate: dacă e(x)ew(x) si ! 
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Pa 


ordinele de infinitudine în raport cu variabila x, ale următoarelor 
funcţii : 


а) 2x— 333 x5; c) |Т--2х--4/1--3х: 


b) Үт+х—|1—х; 
654. Fie x—0. Să se arate cà intinitii mici 


d) tgx— sin x. 


1 


а) 0) = т: р) f() =e * 


nu pot fi comparati cu infinitul mic x" (120), oricare ar fi л, adicá 
egalitatea lim =k nu poate avea loc pentru nici un n, k fiind 
0x 


o márine finit diferitá de zero. 
655. Fie x—1. Să se pună in evidenţă partea principală de 


forma C (x—1)" şi să se determine ordinele de infinitudine în raport 
cu infinitul mic x—1 ale următoarelor funcţii; 


а) х3--3х--2: 
b) VI— Yx 


658. Fie x—---oo. Să se pună in evidenţă partea principală 
de forma Cx" si să se determine ordinele de creştere ale funcțiilor 


c) Inx; e) хх—1. 


d) e*—ex; 


' de mai jos in raport cu infinitul mare x: 


a) х24-100х--10000: с) Ух?—х + Vx; 
9 1» yix vx. 


657. Fie x—--co. Să se pună in evidență partea principală 


255. 
b) Zar: 


‚үп. 
de forma C (4) şi să se determine ordinele de infinitudine ale 
funcţiilor de mai jos în raport cu infinitul mic i 


a) ЖЕ; c) x42 —2 Yxvi- yx; 
MÀ ==. 1 1 
5) Їх--1 — үх5 d) g me 


€ 4 
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658. n хэн. Sá se pună în evidență partea principalá de 
forma cz] şi să se determine ordinele de creştere ale 


funcțiilor de mai jos în raport-cu infinitul mare 28-23 


Р х—1 
) = In x F 
х2—1 ) (1—х)? 

1+х. 1 . à 

BED 9x 


1 659. Să presupunem cà x->-+ co şi fie f, (x) x^ (n—1,2,...). 
Să se demonstreze cà 1) fiecare din funcţiile f, (х) creşte mai 
repede decît funcţia precedentă Р(х); 2) funcţia ех creşte mai 
repede decît oricare din funcţiile 7, (®)(Л=1„ 2,...) 


660. Să presupunem cá x—+- оо si 


7,()-4х (п=1, 2...) 
| Sá se demonstreze cà 1) fiecare din funcţiile f, (х) creşte mai 
incet decit funcţia precedentă Ja (X); 2) funcţia f (x) —Inx creşte 
mai încet decît oricare din funcţiile Sa) od, 2,....). 
661. Să se demonstreze că oricare ar fi şirul de funcții 


AG). (Х),...,/„(Х),... (охоо), 


se poate construi o funcţie f(x) care să crească pentru 
mai repede decît orice funcţie f, (x) (n=1, o эн цай 


8 7. Continuitatea funcţiilor 


1°. Continuitatea unei funcții. Vom spune că functi 9 
Cor ї К ctia f(a 
este continuă pentru x —xo(sau în punctul хь), dacă p ши 


lim f (x) 3f (ху), . 
Jim 7) =7 (9) 2 @ 
adică atunci cînd pentru orice £0 există un 3—3 (e, X9)>0, astfel încît, de îndată 


ce |x—x9| < 8, să avem, pentru toate valorile lui i- 
nitá functia, inegalitatea р Очкын ан 
ІРО) f (x9 i < e. 


Vom spune cá funcția f (x) este continuă pe o mulțime dată X ={х} 


(interval, segment etc.) dacá aceastá functie est i î i È 
mulțimii X. tie este continuă în orice punct al 
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Dacă pentru o anumită valoare a lui x=xg aparținînd domeniului de de- 


iinitie X=(%) al funcției f(x) seu pentru un punct de acumulare al acestei 
mulțimi, egalitatea (1) nu este satisfăcută [adică sau (a) nu există numărul 
f (xo) cu alte cuvinte functia nu este definită în punctul x—xo, sau (b) nu 
există lim f (x), sau (c) ambele părți ale formulei (1) au sens însă egalitatea 
хээд 
între ele nu are loc], vom spune cá x, este un punct de discontinuitate al 
functiei f (x). 
Distingem : 1) puncte de discontinuitate хо de speța întîi, pentru care 
existá limite la dreapta si la stinga, finite : 


fixo—0)= lim f(x) si /(%+0)= lim f(x) 
x3»x4—0 x2xyr0 


si 2) puncte de discontinuitate de speța a doua, în care intră toate celelalte 
puncte de discontinuitate. Diferenţa 


f Оо+0)—/ (x0—0) 

se numeşte saltul funcției în punctul xo. 

Dacă este satisfăcută egalitatea 

f 9:970) « f (x0+0) 

spunem cá punctul de discontinuitate Хо este neesenfial. Dacă cel puțin una 
din limitele f (Ху-0) sau f(xo+0) este egală cu simbolul со, spunem cá Хо 
este un punct de discontinuitate infinită. 

Dacă este satisfăcută egalitatea 

f(xo—0)=f (хо) (sau f (xo--0) =/ (хо)) 
spunem cá functia f(xo) este continud la stinga (respectiv /a dreapta) in 
punctul хо. Pentru ca funcția f(x) să fie continuă in punctul Хо este necesar 
şi suficient ca 
f (хог-0)-4/ (ху+ 0) = f (x). 

2°. Continuitatea funcțiilor elementare. Dacă funcțiile 

f GO si g(x) sint continue în punctul х= хо, funcțiile 
fo 
а) Јо) Ње (х); b) (х) (х); с) 7 (g (хо) 5 0) 

sint si ele continue pentru х= хо. 

In particular: a) funcția rațională întreagă 

Р (x) say ax t. . E a,x" 

este continuă pentru-orice valoare a lui x; b) fractia rationalá 


в+ах+...+а„х" 


bob x 4. e ek ba 
este continuă pentru toate valorile lui x pentru care nu se anulează numitorul. 


R(= 


In general, principalele funcții elementare : x", sinx, cosx, tgx, а“, 
log,x, arcsin x, arccos х, arctg x,... sint continue їп toate punctele aparti- 


nind domeniului lor de definiție. 
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i 


Următorul rezultat este mai general: dacă funcția f(x) este continuă E И 
pentru х=хо si funcția g(y) este continuă pentru y—f (ху, atunci funcția | 


g (J (x) este continuă în punctul x xy. 


3. Teoreme importante inlegáturácu funcțiile con- 
tinue. Dacă functia f(x) este continuă pe segmentul finit [a, b], atunci; | 
1) f(x) este mărginită pe acest segment; 2) isi atinge pe acest segment mar- 
ginea inferioară m şi marginea superioară M (teorema lui Weierstrass); 3) pe 
orice interval (о, 8) (a, b] ia toate valorile intermediare între f (0) și 700) Ї 
(teorema lui Cauchy). În particular, dacă f (о) f (9-0, atunci există o valoare | 


T (G8) astfel încît f (1)-0. 


652. Este dat graficul unei funcţii continue у=/ (х). Să se- 
determine, geometric, pentru un punct dat a şi un număr e>0 


numărul 87-0, astfel încît |/(5)--/(4)| 6 de îndată ce [х—а|<8 


663. Ni se сеге sá confectionám о placá pátratá din metal, 
avind latura x,—10 cm. Intre ce limite poate varia latura x a 
acestei pláci dacá aria ei y—x? poate diferi de aria plácii cerute 
avind yọ=100 cm? cel mult cu a) +1 cm?; b) +0,1 ст2; 


с) +0,01 cm?; d) +e cm2? 

664. Muchia unui cub are lungimea cuprinsă între 2m şi 3m. 
Cu ce eroare absolută A putem măsura muchia x a acestui cub 
dacă se cere ca volumul sáu y să fie calculat cu o eroare abso- 
lutá egală cel mult cu e m3, unde: а) e—0,1 m3; b) e=0,01 m3; 
с) £—0,001 m3? 

685. Care este vecinătatea maximă a punctului хо= 100 pentru 
care ordonata graficului funcției y = |/x diferă de ordonata 


Yo=10 cu mai puţin de e=10"(n > 0)? Să se determine dimen- . 


siunile acestei vecinátáti dacă n=0, 1, 2, 3 

666. Să se demonstreze, folosind limbajul „8—0“, că funcţia 
f(x)-—x? este continuă în punctul x— 5. 

Să se completeze următoarea tabelă : 


667. Fie f(x)= 4. şi е==0,001. Să se determine pentru va- 


lorile x,—0,1 ; 0,01; 0,001 ; ... numerele pozitive maxime 8—6 (e, xy), | 
astfel incit din inegalitatea |x—xy|<ă să rezulte inegalitatea | 


ife) f (ху) |<. 
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Putem determina oare pentru s=0,001 dat, un 57-0, care să 


i in i 1) de proprie- 
e pentru toate valorile x, din intervalul (0, e p 
E! ff (хо) | e, oricare ar fi x, € (0, 1), de. îndată ce 


|x—Xo 


: 698. 54 se formuleze, folosind in mod convenabil limbajul 


225“, afirmaţia : funcţia f(x), definită în punctul xo, nu este con- 
tinuá in acest punct. 


* 669. Să presupunem că pentru anumite numere <>0 se“pot 


determina numerele 8--8(8, x9)>0, astfel încît | /(х)—/ (хо) |<e 
de îndată се |x—xy |-—8. 


Putem afirma oare că funcţia f(x) este continuă în punctul xo, 


dacă: a) numerele e formează o mulțime finită; Bn numerele & for- 
mează o mulţime infinită de fracții diadice e= » (п==1, 2,. 


670. Se consideră funcția 
Р(х) 9 x4-0,001 [x]. 
Să se arate cá pentru orice => 0,001 se poate determina un 


î=3(e, x)>0, astfel încît | f(x") — f(x) |<= de îndată ce |x'—x | 5, 


si cá nu se poate determina pentru 0-16220,001 un asemenea nu- 
ăr pentru nici una din valorile lui x, ЭР | 
m i care puncte încetează funcția de a mai fi continuă? 
671. Să presupunem cá pentru orice număr 80 suficient de 


-mic există un s=s (ò, x9)>>0 pentru care este satisfăcută inegali- 


îndată —Xoi НА oare de 
tea | f (x)—/ (хо) |<e, de îndată се |x—xo|<8. Кели 1 
Шы d inei fx) este continuá in punctul XX? Ce proprie- 
iate a funcţiei f(x) este pusă în evidență cu ajutorul inegalitátilor 
date? й : n" ЭРЭ 
672. Să presupunem cá pentru orice e > 0 există un numă 
=ò (e, x9)>0, astfel încît |f(x)—/(xo)| e atrage după sine 
|x—x9|<3. Rezultă oare de aici că funcţia f(x) este continuă, in 
punctul x=x9? Care anume proprietate este pusă în evidență de 
inegalităţi ? 25 9 
ни Sa ob cá pentru orice 80 există un număr 
e=e (ò, x9)>0, astfel încît dacă | f(x)—f (xo) | «e atunci 2—69, 
Rezultă oare de aici cá funcția f (х) este continnă pentru х= х, ? 
Ce proprietate a funcţiei f(x) este pusă în evidenţă de „aceste 
inegalităţi ? 
Să se considere exemplul: , 
Ji arctg x, dacă x este raţional, 
Н f 0-1 z—arctg х, dacă x este irațional. 
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*674. Sá se demonstreze, folosind limbajul „e—ò“, contintita- | + 691. у= 


tea următoarelor funcţii: a) ax+b; b) x?; с) х3; d) Vx; e) Ya; 
f) sinx; g) cosx; h) arctg x. P 


Să se studieze continuitatea şi să se reprezinte grafic urmă- - 
toarele funcții : 


» 675. }(х)=|х!. 
ES ZA dacă xz£2; 


sinx” 


5 


a 693. у=соз? x 


* 616. /®- | ^c sn 

„ "A dacă ха, «695. у= — 

+677. f(x)= mee dacă xz£—1 si f(—1) — arbitrar. cos 
sin x Ы 


Ф 678. а) fi (x)= 


, dacă x720 si Л (0) = 


lor funcţii: 
dacă x0 si /,(0)=1. - toarelor ti 


b) Љ(х)= 235, 


2 


679. f (x)—sin *701. y—sgn (sin x). 
LY нь 


702. у=х—[х]. 

< 703. у=х[х]. 

ч 704. у= [х] sin тх. 
» 705. у=х?—[х?]. 


+ 706. у= EL 


‚ dacă xz£0 si f(0) — arbitrar. 


e 680. f(x)=x sin — x , dacă x#0 şi f(0)—0. 


1 
„681. f(x)=e ", dacă хэ 0 si f(0)— 
^682, (х) = , dacă x#1 si f(1) — arbitrar. 


14 
9683. f(x)=x In х2, dacă xz£0 şi f(0)=a. 
a684. f(x)-—sgn x. 


«701. у=х В А 
=» 685. f(x) = [х]. 


< 692. у= je. 


4 694. y —sgn (sin g 
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*696. у = arctg 4 © 9 


* 697. y=Vx ага 1. 


1 


хав, 

^698. у- ^ 

* 699, у= m 
e 700: у= z 
E 1-27 


Să se studieze continuitatea şi să se schiteze graficele urmá- 


* 708. y-sgn (cos 1]. 
«709. у= E sgn (sn) 
„710. у-с 2 

- 711. у= sec? i. 


g 712. у= (1l ” 


- Hz 1 
» 686. /(х)= Үх—[х]. 5713. y-arcig (5 + ч + xal 
Sá se determine punctele de discontinuitate ale funcțiilor Sisá | : i 
se studieze natura acestor puncte, dacă: — C" * 
3 4 pH Pw = 114. у= ux: 717 y=e * 
» 687. y- TI a 689. y= 3—3x13 i d 
i d 715 у= ui^ 718. у=1—е 
4688, y= 135, x x 2 
Р LAORE EM " . у= e: 2 ilc: Seu 
rm a 1 1i 716. у= In OPES 719. у= 475 
х-1 х а 


^, 
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Să se studieze continuitatea şi să se construiască graficele 
următoarelor funcții : 5 
:720. y-lim —— (x9), 724. у-Їш---3---- 
n»o ix" ) = У n>% 1+ (2 sin x)?” ш 
—х 
lim E, 


725. y=lim [x arctg (n ctgx)]. 
nea ПЕП E 


| PONAM зх. 
222. y=lim ут". . 128: y= im Et 


ЦЭ * i nee let 


721. y= 
=” 


723. y —lim cosx, 


рее пә 


t 

^ 721. y=lim 0+0). 
Р seid In (1-8) 

728. y= lim (1--x) th fx. 


729. Este oare continuă functia “у 


2x. dacă 0=х=1 
eu , 
TO ГЭРЭЭР 1<\х<2. „ 
730. Fie ? 
f(x) 1 ех, dacă x<0, a 


l а+х, dacă x=0. 
Ce valoare trebuie atribuită numărului a pentru ca funcţia f(x) să 
fie continuă ? 


731. Să se studieze continuitatea funcţiilor de mai jos şisă se 
determine pentru ele natura punctelor de discontinuitate : 


2 dacă 0=х=1 
219 , 
ЛТ 5-8 бий тее, 
X, dacă |х[=1, 
5) = {ү dacă |х|>1; 


сов 58, dacă |х| 41, 
іхі>1; .? 


f 
e) fee 
e сіб2 пх pentru x neîntreg, 


|x—1|, dacă 


2-4) f(x) 


Ф 


pentru х întreg; 
Sinzx pentru x rațional, | 
0 pentru х irațional. 


` e) fi)= 
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732. Să presupunem că funcția d—d (х) reprezintă distanţa cea 


mai scurtă între punctul x de ре аха Ox şi mulțimea punctelor 
sale formată din segmentele 0<x<1 şi 24x43. Se cere expresia 
analitică а funcției d(x), construcţia 

aficului său precum şi studiul con- 
tinuitátii sale. 

733. Să presupunem că figura E 
este formată dintr-un triunghi, isoscel 
avînd baza şi înălţimea egale cu uni- 
tatea şi din două dreptunghiuri avînd. 
fiecare bazele egale cu unitatea şi înăl- 
imile egale, respectiv, cu 2 şi 3 (fig. 5). 
Funcţia $—5 (y) (02y<+ o») reprezintă 
aria părţii din figura E cuprinsă între 
paralelele Y=0 si Y=y, iar funcția 
b=b (y) (0£y<+ оо) este lungimea secţiunii prin figura E a para- 
lelei Y—y. Să se determine expresiile analitice ale funcţiilor S si 
b, să se construiască graficele lor şi să se studieze continuitatea lor. 
(Q 734. Să se demonstreze că funcţia lui Dirichlet 


X (x)=lim (lim cos" (z m! х) 
mco пәс 


este discontinuá pentru orice valoare a lui x. 
735. Să se studieze continuitatea funcţiei 


f(x)e xX (x), 


„unde X(x) este funcția lui Dirichlet (v. problema precedentă). Să 


se schiteze graficul acestei funcţii. 
@ 736. Sá se demonstreze că funcţia lui Riemann 
1 


х т " 2. " 4 
S» dacă Хэр, unde т si n sînt numere prime între ele ; 


0, dacă x este irational, 


este discontinuă pentru orice valoare raţională a lui x şi continuă 
pentru orice valoare iraţională a lui x. Să se schifeze graficul aces- 
tei funcţii. 

737. Să se studieze continuitatea funcţiei f(x), definită în 
modul următor: Р 


6 — Culegere de probleme si exerciţii de апаНтй matematică 
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dacă x este o fractie raţională ireductibilă de forma Z (nel), şi 
(x)= |х|, 


dacă x este un număr irațional. Să se schifeze graficul acestei 
funcții. 


738. Funcţia f(x)— к este definită pentru toate valorile 
variabilei x, cu excepția lui х--0. Се valoare trebuie atribuită 
funcţiei f(x) în Punctul x—0, pentru ca ea să fie continuă in acest 
punct ? 

739. Să se arate că oricum am alege numărul f(1), funcţia 
f(x) 15 nu este continuă in punctul х= 1. 

749. Sá presupunem cá functia f(x) nu este definitá in punc- 
tul x20. Sá se determine numărul f (0) astfel încît f(x) să fie 
continuă pentru x=0, dacă: 


ҮТ+х—1. 
УГ+х—1' 


1 
d) /(х)=(1+х)*; 
1 
17x 
e) fes е 
D fox (x20) 
g) f(x)2x In? x. 
741. Suma а două funcţii /(x)--g(x) este oare neapărat dis- 
continuă într-un punct dat хо, dacă: a) funcţia f(x) este continuă, 
iar funcţia g(x) este discontinuă pentru x—x,; b) ambele funcții 


f(x) şi g(x) sînt discontinue în punctul x=x9? Să se dea exemple 
corespunzătoare. « 


742. Produsul 


а) /6)- 
b) Лху- 25; 


c) f(x) —sinx sin 4, 


Јо) g(x) 

este oare neapărat discontinuu într-un punct dat Хо, dacă: a) func- 
tia f(x) este continuă iar. funcţia g(x) este discontinuă in acest 
punct; b) ambele funcţii f(x) si g(x) sint discontinue în punctul 
x-—x,? Sá se construiască exemple corespunzătoare. 

743. Putem afirma oare că pătratul unei funcţii discontinue 
este şi el o funcţie discontinuă? 

Să se construiască un exemplu de funcţie discontinuă peste tot, 
al cărei pătrat să fie însă o funcţie continuă. 
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744. Să se studieze continuitatea funcțiilor f[g(x)] si g[f(x)], 
dacă : 
а) f(x)=sgnx si g(x)=1+x?; 
b) f(x)=sgnx si g(x)-x(1—x?); 
x Y f69—sgnx şi 8(х)-1-Х-1Х|. 
С 745. Să se studieze continuitatea funcţiei compuse у=/(и), 
ünde u=% (x), dacă " 
= и pentru Ocuzl; 
y(u) | 2—u pentru 11-02. 
si 
oe(xi-| X pentru x rational; 
(x) Can pentru x irațional 
(0<x<1). | 
746. Sá se demonstreze са даса functia f(x) este continuá, 
atunci 


Е(х)= | / (х) | 
este şi ea o funcţie continuă. 
741. Sà se demopstreze cá dacă funcţia f(x) este continuă, 
atunci funcţia 
| —c, dacă /(х)<—с; 
Л (Х)=\ f(x) dacă |/(х)| с; 
| c, dacă /(х);>с, 


este şi ea continuă, c fiind un număr pozitiv arbitrar. 


748. Să se demonstreze că dacă funcția f(x) este continuă pe 
segmentul [a, 5], atunci funcţiile 


m)e 341100) si М0) sup*U/ (5) 


sint şi ele continue pe [a, 5]. 7 . 
749. Sá se demonstreze cá dacă funcţiile f(x) si g(x) sint 
continue; atunci functiile 


v(x)-min[f(x) gQ)] si (х) = тах [7 (х), gj] 
Sint si ele continue. 
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750. Fie funcția f(x) definită si mărginită pe segmentul [a, b]. 


Să se demonstreze că funcțiile 
m(x)= int FE) şi M (x)= sup {F ©} 
а%<х а<%<х 


sint continue la stînga pe segmentul [a, b], iar funcţiile 
m(x)- int (FE) şi M(x) sup (708). 
аах аах 


sint continue Ја dreapta pe segmentul [a, 5]. 


| 751. Să se demonstreze că dacă funcţia f(x) este continuă în 
intervalul a z^ х< -+c şi există limita finită . 


lim f (x), 
хэ To 
aceastá functie este márginitá in intervalul dat. 
752. Fie f(x) o funcție continuă şi mărginită în intervalul 
(Xo, + оо). Să se demonstreze că oricare ar fi numărul 7, există 
un număr хл = + со astfel încît 


lim [/ (ха T)—f (x4)] -0. 
n> с 
753, Fie ф(х) si y(x) funcţii continue periodice definite pen- 
tru —oo«x«--Fo şi 
lim [ (x) —w (x)] - 0. 


xo 


Sá se demonstreze că 
ф(х) == (х). 


754, Să se demonstreze cá toate punctele de discontinuitate 
ale unei funcţii monotone si mărginite sint puncte de disconti- 
nuitate de prima speţă. 

195. Să se demonstreze că dacă funcţia f(x) se bucură. de 
proprietăţile: 1) este definită şi monotonă pe segmentul [a, b]; 
2) ia toate valorile cuprinse între f(a) şi f(b), această funcţie este 
continuă pe [a, b]. | 

" : xs 1 а E 

156. Sá se arate că funcţia /(x)=siri Хор dacă хэ ая 


f(a)—0. ia pe orice segment [a, b] toate valorile intermediare 
cuprinse între f(a) si f(b), fiind totuşi discontinuă pe [a, b]. 


————— —g 
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757. Să se demonstreze cá dacă funcția f(x) este continuă 
în intervalul (a, 0) şi ху, х›,,...,Ха Sînt valori oarecare din 
acest interval, între ele există un număr E, astfel încît 


=) РО). а). 


758. Să presupunem cá functia f(x) este continuă în inter- 
valul (a, b) şi 
I=lim f(x) şi L-—lim f(x). 
“Хаа? хэа 
Să se demonstreze cá oricare ar fi numărul 2, unde L£ < L, 
există un şir xu — a (п=1, 2,...), astfel încît 


lim А (хл) =. 


пә о 


5 8. Funcţia inversă. Funcţii date sub formă parametrică 


1°. Existenţa şi continuitatea funcţiei inverse. Dacă 
funcția y=f(x) se bucură de următoarele proprietăți: 1) este definită si 
continuă în intervalul (а, 5); 2) este strict monotonă în acest interval, atunci 
există o funcție inversă uniformă x—f- (у), definită, continuă si strict mono- 
tonă în intervalul (A, B), unde A= lim f(x) și B= lim f(x). 

x>a-+0 x>b—0 

Prin ramură uniformă continuă a unei functii multiforme inverse funcției 
continue date y=f(x) se înțelege o anumită funcție continuă si uniformă 
x=g (y), definită în domeniul maxim de existență al ei si satistăcînd în acest 
domeniu ecuatia f[g (у)]=0. 

2°. Continuitatea unei funcții date sub formă para- 
metrică. Dacă functiile Ф (f!) si œ (!) sint definite si continue în intervalul 
(а, £) si funcția х (f) este strict monotonă în acest interval, atunci sistemul 
de ecuatii 

x-e(0, у=ф (0) 


îl definește ре у ca o funcție continuă si uniformă de x: 
y=% (7 (x) 
în intervalul (a, b), unde а= lim ọ (t) şi b= lim Ф (£). 
t>a+0 158—0 


759. Sá se айе funcţia inversă funcţiei omogratice 


ax+b 
yeu (ac—bdz0). 
In ce caz coincide funcţia inversă cu funcţia dată ? 
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760. Să se determine funcţia inversă x—x (у), dacă 
y=x+{[x]. 


761. Să se arate că există o funcție continuă unică у= у (x) 
(— со <х< + co), care satisface ecuația lui Kepler 


y—ssiny-x (02є«1) 
762. Să se arate cá ecuația 
ctg х= kx 


are in intervalul О<х<т o rădăcină continuă unică x=x (К), ori- 
care ar fi К real (—со<К< + оо). цан 

763. Este posibil ca o funcţie nemonotoná у= f (х) (—оо< х< +оо) 
să aibă o funcţie inversă uniformă? Să se considere exemplul: 


y- X, dacă x este raţional; 
—x, dacá x este irational. 


764. In ce caz coincide funcţia y=f(x) cu inversa ei х=/ (y)? 
765. Să se arate că funcţia inversă funcţiei discontinue 
y-(14-x?)senx 
este o funcţie continuă. $ 
766. Sá se demonstreze că dacă f(x) este definită şi strict 
monotonă pe segmentul [a, 2] şi avem 
lim f (x) = f (a) (axa b), 
noc 


atunci 
lim x, a. 
пә 


. Sá se determine ramurile uniforme si continue pentru funcţiile 
inverse ale următoarelor funcţii: - 

707. y=x?. 

768. у=2х—х?. 

769. y= zig 


770. y=sinx. 
771. y=cosx. 
712. y —ig x. 
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713. Să se arate cá mulţimea valorilor funcţiei continue 
y-l-csinx, 


corespunzătoare intervalului (0<х< 27), este un segment. 
714. Sá se demonstreze egalitatea 


arcsin x --arecos х= 5 * 
715. Sá se demonstreze egalitatea 
arctg x -- arctg 1. = 3 sgnx (х0). 


776. Sá se demonstreze teorema de adunare pentru arctan- 
gentà : 


arctg x --arctg y —arctg Yay pem, 


unde ё--є(х, y) este o funcţie care ia una din valorile 0, 1, —1. 
Pentru ce valori ale lui y funcţia e poate fi discontinuă, atunci 
cind x este dat? Să se construiască in planul Oxy domeniile de 
continuitate corespunzătoare funcţiei = şi să se determine va- 
loarea acestei funcţii în domeniile obţinute. 
777. Să se demonstreze teorema de adunare pentru arcsinus: 


arcsin x --arcsin у =(—)1° arcsin (x|'1—y24-y l'1—32) + er, 
unde 
| є-0, dacă ху<0 sau х?+у?<1, 
şi 
e=sgnx, dacă x2+y2>1, 
778. Să se demonstreze teorema de adunare pentru arccosinus: 


arccos x -- arecos у= {-—1)°аг©соз (xy | 1х. ]'1—y2)-+-2e, 
unde 
8-0, dacă x+y=0, 
şi 
є-1, dacă x+y<0. 
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719. Să se construiască graficele funcţiilor : х= {х}, dacă pentru orice «20 există un 3=3 (e)>0 astfel încît, oricare ar 

fi valorile x', x"€X pentru care f(x) este detinitá, inegalitatea 

|x'—x"|« 8 ` 


a) y=arcsin x —arcsin | Т--х2, 


b) y=arcsin 2x |/1—3x? — 2 arcsin x. E 
» ө implicá inegalitatea 
780. Să se afle funcţia у= у (x), dată de ecuaţiile: |f on f a") i«s. 


x-arctgf, y=arctg t (— о «t« + o). ^ 2. Teorema lui Cantor. O funcție f(x) definită si continuă 
Care este domeniul de existență al acestei funcţii ? pe segmentul mărginit [a, b], este unitorm continuă pe acest segment. 
81. Fie р 


785. Atelierul unei uzine fabrică plăci pátratice ale căror laturi 
x pot lua valorile cuprinse între limitele de 1 cm şi 10 cm. Cu 
ce toleranță ð se pot confecfiona laturile acestor plăci pentru ca, 
independent de lungimea lor (in limitele indicate), aria lor y sà 
difere de cea proiectată cu mai puţin de e? Să se efectueze cal- 
culul numeric pentru cazurile : 


a) е=1 cm?; b) ё--0,01 cm?; с) e=0,0001 cm?. 


x=chź, y=sht (—co«t«--o). 


Pentru ce domenii de variaţie ale parametrului 7 putem con- | 
sidera variabila y funcţie uniformă de variabila х? Să se deter- | 
mine expresia lui y pentru diversele domenii. 


782. Care sînt condiţiile necesare si suficiente pentru са sis- 
temul de ecuaţii 


х=Ф(0), y-w() 


să definească pe y ca funcţie uniformă de x? 
Să se considere exemplul: х= ѕіп2/, y—cos?t. 
783. In ce condiţii sistemele de ecuaţii 


x-g(f, y-w(f) (a<t<b) 
xee(X(), y-w(xG) (ат) 


definesc o aceeaşi funcţie y—y (x)? 


784. Să presupunem că funcţiile c (x) si w (x) sint. definite si 
continue în intervalul (a, 0) si Ё 


A=ini ф(х), B= supe(x). 
a«x«b а<х<Ь 


788. Un manşon cilindric de lăţime e şi de lungime д lunecă 
pe curba у= x, astiel încît axa mangonului rămîne paralelă cu 
axa Ox. Care trebuie să fie mărimea lui ё pentru ca acest man- 
son să parcurgă porțiunea de curbă definită de inegalitatea 
—10=х=10, dacă: a) 5--1: b) e=0,1; c) e=0,001; d) e este un 
număr arbitrar de mic. | 
787. Să se formuleze în mod convenabil, folosind limbajul 
»ё--85, următoarea afirmaţie: o funcţie f(x) este continuă pe о 
mulțime oarecare (interval, segment etc.), dar nu este uniform con- 
tinuă pe această mulțime. 
` 788. Să se arate că funcția 


fe- i 


este continuă în intervalul (0, 1), dar nu este ttniform continuă în 
acest interval. А 


şi 


In се caz există o funcţie uniformă f(x), definită în intervalul (А, B) 2 
şi avînd proprietatea 4 


1 (х) = 7 (e) pentru а<х< 6? 789. Să se arate că funcţia 


fxY-— E 
8 9. Continuitatea uniformă a unei funcții fio sin 
este continuă si mărginită în intervalul (0, 1), dar nu este uniform ` 


1°. Definiția continuității uniforme. om spune cá func- eset = 
ЯГО 5 poe E. “ч continuă in acest interval. 


tia f(x) este uniform continuă pe o mulțime dată (interval, segment etc.) 
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790. Să se arate cá funcţia ? 

/(х)=5їп x? | 


este continuă şi mărginită în intervalul infinit —oco<x<-+co, dar 
nu este uniform continuă în acest interval. 


791. Să se demonstreze că dacă funcţia /(x) este definită şi 
continuă în domeniul а = x< +- со şi există 
lim f(x), 
xtro 
atunci f(x) este uniform continuă în acest domeniu. 
792. Să se arate că funcţia nemărginită 
f (x) - x -sinx 
este uniform continuă pe toată аха — co <x< 4- co. 


793. Este oare uniform continuă funcția / (х)= x? în intervalul 
а) (-4, 1), 1 fiind un număr pozitiv arbitrar de mare; b) în inter- 
valul (— со, + оо)? 

Să se studieze continuitatea uniformă a următoarelor funcţii în 
domeniile arătate: 


^) 794. f()e zŠ;  (—1ех1). 

ороо 795. /(х)у=шх (0c x«1). 
796. f(x) - ŒE (0<х<=). 
797. /(х)--Єсов 1 (0<х<1). 
798. f (x)-arctgx (— о<х< + c). 
799. f (xj - x (1#х< +). 
800. /(x)=xsinx (0=х< +o). 


Isin x| 


801. Să se arate că funcția f(x)= x 


tinuă in fiecare din intervalele 


este uniform con- 


ДА=(—1<х<0) 8 L-(Qx) 
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in parte, dar nu este uniform continuă pe suma acestor intervale 
Л+Љ=40< |х|<1}. 


802. Sá se determine pentru «70 un 3=3|s) care să satisfacă 
condiţiile de continuitate uniformă pentru funcţia f(x) în intervalul 
dat, dacă: 


(х) =5х—3 (— 9» «x« - o); 
bj f(x)=x?—2x—1 (24х45); 
с) 0) c (0,1=х1); 
78) /0)-1х (0х + ос); 


9 0) =2 п x—cosx (— со «x«-Lo); 


^ fQ)-xsim (x40) si /(0)-0 (04x27). 


803. In cite segmente egale este suficient să impártim seg- 
mentul (1, 10] pentru ca oscilatia funcţiei f(x)=x2 să fie mai 
micá decit 0,0001 pe fiecare din aceste segmente? 

804. Sá se demoustreze cá suma si produsul unui numár finit 
de functii uniform continue in intervalul (a, 5) sint functii uniform 
continue in acest interval. 

805. Să se demonstreze cá dacă funcția f(x) mărginită si mo- 
notonă este continuă în intervalul (a, b) finit sau infinit, atunci 
această funcţie este uniform continuă în acest interval. 

806. Să se demonstreze că, condiţia necesară şi suficientă 
pentru ca funcția f(x), definită şi continuă în intervalul finit (a, b), 
să poată fi prelungită continuu pe segmentul [a, b] este ca funcţia 
f(x) să fie uniform continuă în intervalul (a, 5). 

807. Numim modul de continuitate al funcției f(x) in inter- 
valul (a, b) funcţia 

0,8) — sup! f(x) (х), 


unde x, şi хо sînt două puncte arbitrare din (а, b) satisfăcînd con- 
ditia |x,—x2| £ ò. 

Să se demonstreze că condiţia necesară şi suficientă pentru ca 
funcția f(x) să fie uniform continuă în intervalul (a, b) este са 


lim o, (2)— 0. 
$240 
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808. Să se evalueze modulul de continuitate w, (ò) (v. problema 


814. Să se demonstreze cá singura funcție continuă f(x) 
precedentă) sub forma 


(0<x<-+o) neidentic nulă care satisface pentru toate valorile 
pozitive x şi y ecuația 


2)< Că 
ет Роу) =) + FO) 
unde C şi ж sint constante,- dacă: este funcţia logaritmică 
a) f(x) «x? (0х1); f (x3 —1log, х, 
b) /09)-Үх (0£x«a) si (a<x< t o); unde a este o constantă pozitivă. | ӨР 
с) /(х)=5ш x 4-cos x (0=х=21). 815. Sá se demonstreze cá singura funcţie continuă /(х) 


(0<x<-+co) neidentic nulă care satisface pentru toate valorile 


ozitive x si y ecuaţia : 
5 10. Ecuatii functionale = В 


(ху) = РО) А0), (3) 
809. Să se demonstreze cá singura funcţie continuă f (x) este funcţia "i 
(— оо х + co) care satisface pentru toate valorile reale ale lui fo) x, 
X şi y ecuaţia unde a este o constantă. 1 | 
818. Sá se determine toate functiile continue Д(х)(—%<х< +) 
/«+у)= /(х) + (у), 0) care satisfac, pentru toate valorile reale x si y, ecuaţia (3). 
este funcţia liniară omogenă 817. Să se arate că funcţia discontinuă, 
f(x) ax, f(x)-sgnx 


verificá ecuatia (3). | 
818. Să se determine toate funcţiile continue f (x) (—o <x< + оо) 
care satisfac, oricare ar fi valcrile reale x şi y, ecuaţia 


Д(х+у) + /(х—у)=2/(х) 70). 


819. Să se determine toate funcţiile continue si mărginite Jo) 
si g(X) (—co —x- -- оо) care satisfac, oricare ar fi valorile reale х 
şi y, sistemul de ecuaţii: 


Д(х+у)= Дх) 0) — #(х)& (у), 
€ (х+у)=/ 69.8 0) - 008 69, 
şi in plus condiţiile de normare: 
7(0)-1 şi 2(0)=0. 
Indicatie. Se consideră funcția 


Бх) (х) +02 (0). 


Af(x)e Ах) — fx) 


in care a— f (1) este o constantă arbitrară. 

810. Să se demonstreze că funcţia monotonă Í (x) care satis- 
face ecuaţia (1) este o funcţie liniară omogenă. 

811. Să se demonstreze că funcţia f(x) care satisface ecuaţia (1) 
şi este mărginită într-un interval oricît de mic (—e, e) este о funcție 
liniară şi omogenă. 

812. Să se demonstreze că singura funcţie continuă 1463) 


(— oo <x<+ оо) neidentic nulă care satisface pentru toate valo- 
rile lui x şi y ecuaţia 


Д(х+у)=/(х) f (9), (2) 
este funcția exponențială 
Д(х)=а*, 
unde а--/(1) este o constantă pozitivă. 


813, Să se demonstreze că funcția f (x) mărginită şi neidentic 
nulă în intervalul (0, е), care satisface ecuaţia (2), este o funcţie 


820. Fie 
exponențială. 
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2270)-А(37(5)) 
eor finite ale funcţiei f(x) de ordinul intii, respectiv ordinul 


Sá se demonstreze cá dacă functi 
„Să se ncti — (4 
continuá si fia JGO fossis a) ei 


| Ау (х)=0, 
atunci această funcţie este liniară, adică 


fix)=ax+b, 


CAPITOLUL П 


a, b fiind constante. 
i CALCULUL DIFERENTIAL AL FUNCȚIILOR DE O 


VARIABILĂ 


S 1. Derivata unei funcții explicite 


1°. Definiția derivatei, Dacă x şi x, X-FAX sint valori ale va- 
riabilei independente, diferența 
Di ay=f(x+ax) — f (x) 


se numeşte creşterea funcției y=f (х). 
Dacă expresia 


y'=f'(x) = lim A (1) 
Axa0 АХ 
are sens, ea se numeşte derivata funcției y—f (х), ier iunctia f(x) se zice 


că este derivabilă. 
Din punct de vedere geometric, numărul f'(x) reprezintă coeficientul 


ww al tangentei la graficul funcției y=f(x) în punctul x (tg «= /'(х)) 
че 23 Principalele reguli de derivare. Dacă c este o mărime 
constantă iar funcțiile u=u(x), UD (x), w=w (x) sint derivabile, atunci 

1) 6=0; 

2) (си) =си'; 

3) (и+0— ш) —u' +0 — w"; 

4) (wy =uv+v'u; 


Fig. 6 


з 6) (и")' ли Ч (n fiind о constantă); 
Т) dacă funcțiile y—f (tu) si u=ọ (х) sint derivabile, atunci 


MEA 
Ya Yule 
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—— nS 


3*. Fo saca a 
авай PUE mule fundamentale. Dacă x este o variabilă indepen- 


L (x^)—nx"—! (n fiind o constantă). 


ІХ. (arcctg x) =— 


H, (sin x) - eos x. Пси 
Ш. (cos x)= sin x. X. (0y=a* ina (а>0); 
ey = ех 
IV. (tg x) — ee, 
cos? x XI. (lo y i 4 
Я x) ———— . 
Sa xina (42:0); 
V. (ctg x! — ——. 1 
sin? х (а х)" = —. 
Р 1 ў 
VI. {arcsin х)’ = Fi 3i ХІІ. (shx) =ch x. 
-x 
| "XIII. (ch x)'=sh x. 
VII. (arccos x)! — — 1 ор 1 
-. эг: XIV. (thx)! = ——. 
ch?x 


VIII. (arctg x) = 


1 
14-х2 XV. (cthx)'2— 


р | sx 
4. Derivate ladreapta siderivate la stînga. Expresiile 


й ы fOCRAxX))]- (x) fa 
Усе БАЕ ТИЕ aee xc Ax) (x) 
Pot jam. АХ si Лу хаш алин шин 


Se numesc iv 1 1 i ivată T 
+ оршин кы derivată la stînga si derivată la dreapta a funcției f(x) 


Pentru ca funcția f(x) să fie derivabilă este necesar Si зийсіепі ca 
1109-1109. 
5°. Derivata infinită. Dacă într-un punct х avem 
lim fita) ео) в) = 
Ax-0 AX 
spunem cá în punctul x funcția f(x) are o derivată infinită. 
ү, n иса f(x) а infinită. n acest caz, 
Tangen; la graficul funcției y=f(x) în punctul x este perpendiculară pe 


821. Să se determine creşterea Ax a variabilei i 

: п riabilei x si cri 

opum Ay a funcţiei y—lgx, dacă x velud Wage 
822. Sá se determine creşterea Ax a variabilei x şi creşterea 


corespunzătoare Ay a funcţiei y= 1 dacă variază i 
ТОГ tiei ) xi, dacă x variază între 0,01 


> 
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823. Să admitem că variabilei x ii dám o crestere Ax. Sá se 


- determine creşterea Ay, dacă: 


а) y=ax+b; b) у=ах?--ӧх-+с; c) y-a*. 
824. Sá se demonstreze cá: 


a) АГ) + 269] -47()4-38 (х); 
b) Alf (x) (х) |= (Ах) Af (х) f (Хх) Ag ОО. 

825. Prin punctele A(2, 4) şi A'(22-Ax, 4--Ày) de ре 
curba y-—x? ducem secanta АА!, Să se determine coeficientul 
unghiular al acestei secante dacă: a) Ax—1; b)Ax=0,1; c) Ах--0,01: 
d) Ax este arbitrar de mic. 

Care este valoarea coeficientului unghiular al tangentei la curba 
dată în punctul A? 

826. Segmentul 122х221--7 de pe axa Ox este reprezentat 
pe axa Oy cu ajutorul funcției y=x3, Să se determine coeficientul 
mediu de întindere şi să se efectueze calculul numeric pentru ca- 
zile: a) h=0,1; b) 4—0,01; с) Її--0,001. 

Care este valoarea coeficientului de intindere pentru aceastá 
transformare in punctul х=1? 

827. Să presupunem cá legea mişcării unui punct pe axa Ox 
este dată de formula 

х--101--5Р, 


unde f este timpul in: secunde şi x distanţa în metri. Sá se afle 
viteza medie „de mişcare în intervalul de timp 2047/2720 +At şi să 
se efectueze calculul numeric pentru cazurile: a) АГ--15 b) 4#=0,1; 
с) A£—0,01. Care este valoarea vitezei mişcării la momentul t=20? 


828. Plecind de la definiţia derivatei, să se айе direct deri- 
vatele următoarelor funcţii: а) x?; b) x3; 9i а) lx: e) Vx is 
f) tgx; g) ctgx; h) arcsinx; i) агссоѕх; j) arctgx. 

829. Să se calculeze //(1), 7 (2), f'(3) pentru 

(к) (0—1) (2—2? (х3), 
830. Să se calculeze f'(2) pentru 
f(x) = x2sin (x— 2). 
831. Să se calculeze f'(1) dacă 
f(x)=x+(x—1}arcsin a 


7 — Culegere de probleme si exerciții de analiză matematică 
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832. Să se afle 
fœ- f (a 


lim rom " 


xa 
dacá капса. f(x) este derivabilá in punctul a. 


833. Să se demonstreze cá dacă funcţia f(x) este derivabilă 
şi n este un număr natural, atunci 


шап|/|х+ $) | 2. (D 


ne 


Invers, dacă pentru funcţia f(x) există limita (1), putem afirma 
oare că această funcţie este derivabilă. Să se studieze exemplul 
funcției lui Dirichlet (v. cap. 1, problema 734). 


» Folosind formulele de derivare, să se calculeze derivatele 
următoarelor funcţii: 


834. у--2--х--х3, 

Care este valoarea lui y'(0); y' (3 З y): y'(—10)? 

835. y= 5 а. 5 ES 

Pentru ce valori ale lui x avem: 
с) у(х) =10? 

836. у= a5--5a3 х2— x5. 


837. y= zm 


- 840. y=(x sin x+ cos a) (x cos «—sin a). ^ 
841. y —(14- rx") (14- тх"). К 
842, y=(1—x) (1—2) (1—53). 
843. у= ilL 5 


844. Sá se demonstreze formula 


a) y'(x)-0; b) y'()2 —2: 


838. y=(x—a)(x—b). 
839. y= -(х41) 2)? oe 3. 


ia bj 
(куа '_ 46 di. 
Ra] (сх+а)? 
Sá se calculeze derivatele funcţiilor : Ө 
p age. 2X gap Лх. 
845. y= т Уг 846 дуг 1—х+х° - 
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AGATI ----2-- 1851 їз х. 
rmm Ir. |у=х+} к 
(AR v 20-32)(3--х9) «8525 == x tyr = +y 
PH. (1-3) 15 y- y 
90773: 23:55:29 Ay =P 2. 
15889) (x ay 5 e» V үх 
Бич T 10854 y x VTF 2. 
б | x (1— х) ЭМН 
- (890. у= 1+х C 


4 (885) у= (1--x) -|2-рх8.4/3--33. 
4858) у- "Va" üxy. (889 y- 


“4 Va :(860) v= Г.4Үх-Үх, 
(858. у= Va E e 4 шиш 
862. у= соз 2х—25їп х. “1861. у= үг--ү14-үх, 
M (863.)y= (2—x2) cos х--2х sin x. 
t T. y sin (cos? x) - cos (sin? x). 


1 
YTF (x+ VIF x5) 


1865, y = sin" x cos nx. | 1 869. у= deci 
I y= sin [sin (sin x)]. cos” х 
Pus sin? x С д M sin x—x cos x 
sin x? 870. У созхфхзіпх 
_ cosx 


87 y-tg; —etgz- 


2sinix 
4! (872. Ay-—igx— = hgst i 1 05 Х. 
1873: у-4 Vcg? x одб, 1876. yer. 
4 874. y == sec? i --cosec? 3 " 
į Kw y= sin “Ч (ig? x)]. 


E ) 2 аа x— fiar 


um tg — 
KETT. y=2 7 
H878 уу = e* (x?2—2x-+2). 
cos Ee et, 


(8805— e [14cg X] чп 

f In 3- sin x+cos x > 

14:38) „2 Цу-- Би ин . “ус 4 
e : 


(5) (Sf (a) 
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(а 0, b» 0). 


= a Ба" pat (a0). 
у= 19° х2. 

у= № (In (In x)). 

y=1n (In? (In? x)). 


889. y— 1а(4:5)-418(14:9)- ire) 
890. у= Lin Е 
1 ‚Ж xi 
891. у= FaF ^ TUTE 
В уа Зе, 
892. У- зүв хүзьү2 
‚__ d aix, YR, i+xýk 
893. у= A In aan yy (0k « 1). 
894. у= l'x-c1—1In (1 4- |'х--1). 
895. y—in (x+ 2-1). 
896. y=x In (x4- |12) — 14.2. 


897. y=x In? (x- TF x5 —2 V TF x2 In (x- Y 1x3 + 2х. 
898. y= 3l xa S In (x+ 52а). 
1 Үа+хүъ Ч 
899. y= — m ett 
9. y зї “(2205 (a0, b 0. 
900. y= 2329 1324 stt Erg. 
901. od 27 903. y= 5 ctg? x + li sin x. 
— In to [-ă. 1—sinx 
902. у= (244 904, у--ш di 
cos x icrcosx 
905. y 2sin?x. Tin a sinx ` 
- 906. in b+a cos х+|?—а?зїах —. 02141153. 


а+0 cosx 


Em . 
16x* 


А y-jini— 


y=in s --In [5 418 =) . 


Я у= 1155 —cosx- In tg x. 
5 y-arcsin 5+ 
Я у=атссоѕ ==. 


; y-aretg 5. 


. yexarcsin y 
1 
. у =агссоѕ c* 


. yarcsin (sin x). 
. y--arccos (cos? x). 


y = arcetg Ёс SiL A COS К 


sin x—cos x 


.y-$0—Vicx»y +з 1333). 


. yex [sin (In x) — cos (In х)]. 
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“у= 1 (ш х3 m? x +61пх-+6). 


Y 


916. y— a arcctg — 


917. у--ГХ--агс >. 
918. у=х-Е|1—х?+агссоз x. 


E у}. 
ҮҮ -rarctg lx— lx. 


923. у= arcsin (sin x—cos х). 
924. у= Барс T=. 


925. y= arctg 13% 


. y=arcsin 


zs 


. у= arctg х+ 3 arctg (х3). 


А - тав “(| ж ж: P gil 


(a2 0). 
929. y— 


e 
arccos? (x?) 


y —In (1--sin? x)—2 sin x arctg (sin x). 


| 932 =) 
х+а ‚а, x. , 
933. у= Vis T parcis k " 
934. y— $Va—à. f arcsin 5 (a0). 


în 
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5 and (x1? BUR 2x—1. moe i EEE 
„355. y=3 Ld E, peg ЕЕ rctg v3 951. y-In(e*-- TF e). 952. y—arctg (x+ 12-x2). 
1 хэ+хү2+1 _1_ di = е i sinasinx je 
986. j= 412 Шш х?—х Y241 — 2y3 yz igi 7 953; y arcsin | 1—cos a ces x ; 
937. y=x (arcsin x)'+21—x2 arcsin x—2x. pl ү+2-хүз ‚1 yer. 
у=х( xj -2]1—3? arc x 954. y түз yuinys s 29089 
/[1 3 
938. у= AEE Ig EDU. CN a үл 212 И 
ї+үї—х? 955. у зү arcte m Vă n 73 
7—7 In x 
939. y—arctg 'x2—1— — . {сй з 2 
y 5 үхї—1 956. у= Bp їз eru 
940. y= P Tx T LR 957. y —arccos (sin x?— cos x?). 
958. у= агсїп (sin x2)-- arccos (cos x?). 
941. y= E i M" gar ig вон E \ „959, у= emaresin= [cos (m arcsin x)+sin (т arcsin x)]- 
e 
942. у= i в —arectg хб. 980. y—arcig е*—1п ү. 
981. у--х--х“--х (x70). 
1-Vx nive 
943. In m + Заг UTE. 
ps aA бее 962. у “ые +a (a>0, x>0). 
М х 963. у= Vx (x0). 
944. y-arcig &-Ттү{се` 964. у= (sin хус Ха (cos xj" *. 
-2 965. у=(шх)°:х"*. _ x 
:945. y —arcctg үзэ ын (a>0). 966. Ў йу ы у A 5 In [с 5 МА 
1 . у= arctg (th x). 
946. у= З= үт—5х Нш ыыы. 987. y—In(chx) + spa 970. re, yam ea) 
M oso ух 0 1,044 VTR oTi. y= Ex, ВЕЕ 0«|b|«a). 
949. у jn Ур 2 С —— у Еч a (0=10|<а) 


972. Sà se calculeze derivata Зайн Ї 
948. у =агсіс (tg? x). ч jei 


= In (cos? x-+ |13- cosi x) 

[fi-x , 1 y ( n ) 
1-х | 2 1--1-232 

1 + 1x24 arcsin x. 


950. y=x arcigx i In(14-x2) — 3 (arctg ху. 


E 
949. у-1--х24а introduciad variabila auxiliară и = cos? x. 
Să se calculeze, folosind metoda indicată la exerciţiul 972, 


derivatele funcţiilor :- 


973. у= (arccos x) L (arccos x) — In {arccos x)-+- il . 


& 
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i TIR a i] p У+х+1 
974. y arctg (V1-Fx%)- . 
g arctg (у 14 3 4! пл 


1 


975. y &-* arcsin (£^ ) | 


Be 


5 in (1—e-?*). 


4 a* 
976. y= dur. af х, 
A T тра = сс а 


977. Să se calculeze derivatele şi să se construiască graficele 


funcţiilor şi ale derivatelor lor, dacă: 


a) y=|x|; 5) у=х|х|; 


с) y-In|x|. 


978. Sá se calculeze derivatele următoarelor funcţii : 


у-|х-АУ хал: 
b) y=|sin x| ; 

1 

с) y —arccos —- xr 

d) y-ix] sin? TX. 


.. Să se calculeze derivatele şi să se construiască graficele func- 
tillor şi ale derivatelor lor, dacă: 


1—х 
979. у=  (1—х) (2—х) 
l —(2—x) 
980. y= | а) p- Дд 


х 
в ai | In (1+x) 


| arctg x 
[ise m 


x?e—* 
- 983. y= 


pentru —co« x«l; 
pentru 12x 2; 


pentru 2<х< + о. 


pentru a zx; 


in afara segmentului [a, 5]. 


pentru x« 0; 
pentru x-.0. 


pentru |x |21; 
pentru |х|>1. 


pentru |х| £1; 


1 
Es pentru |x| > 1. 
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984. Derivata loSaritmului unei funcţii date se numeşte deri- 


vata logaritmică a acestei funcţii: 


d 2110) 
RAN 
Să se calculeze derivata logaritmică a funcţiei y, dacă :, 


1-х , 
d pă y M 


= 2. d 3-x FA" 
b) у= N d) y=(x+ 1+9)". 


c) у-(х-ар (x—a;)* ... (x—a, у“; 


985. Fie ф(х) si + (x) funcţii derivabile de x. Să se calculeze 
derivata functiei y, dacá: 


a) у= Бу}; b) y = arctg 20 
с) у=" "VG (9(х)20: vi) > 0); 
d) у= logs (х) (e) 2.0; wa) > 0), 
986. Sá se calculeze y', даса: 
а) yf (9; 
b) у= f (sin? x)4-f (cos? x); 
с) у= (e) e^; 
d) y= {FIO 
în care f(u) este o funcție derivabilă. 
937. Să se demonstreze următoarea regulă de derivare a unui 
determinant de ordinul л: 


Аб) SON fX) 


j | £4 9) fi Q) fan 6) 


Y OSD fad |- 


к=1 


| 
fat bi 1.49 - 


Fa) a) pa fuo) | 


EY w "m "- e " 


938. Să se calculeze Р (х), dacă 


xci 1 2 | : 
Е(х)= -3 х 3 . 
-2.-3 x«l | 
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989. Să se calculeze F' (x), dacă 


X x? x9 
Е(х)= | 1 2x 3x |. 
0 2 бх 


990. Să presupunem dat graficul unei funcţii. Să se constru- 
iască aproximativ graficul derivatei acestei funcţii. 
991. Să se arate că funcţia 


TESI 
x?sin— pentru x#0; 
/(х)= | жор 
0 pentru x=0 
are o derivatá discontinuá. 
992. In ce condiţii este funcţia 


fG)-x'sin-L. (xs0) şi /(0)-0 
a) continuă in punctul x—0; b) derivabilă pentru x=0; 
C) cu derivată continuă pentru x—0? 
993. In ce condiţie are funcția 
f= xsin (20) şi /(0)-0 (m>0) 
a) o derivată mărginită în vecinătatea originii coordonatelor ; 
b) o derivată nemărginită în această vecinătate. 
994. Să se calculeze f'(a), dacă 
700-4х--а) (х), 
unde funcţia Ф (x) este continuă in punctul x=a. 
995. Să se arate că funcţia 
/69- | x—a |4 (x), 
unde ф(х) este o funcție continuă $i 2(4)550, nu este derivabilă 
în punctul а. 
Care sînt valorile derivatelor la stînga si la dreapta / (а) 
si f. (e)? . 
996. Să se construiască un exemplu de funcţie continuă care 
nu admite derivată în punctele date: а, 05, ..., 4, 
997. Să se arate că funcţia 


£6) cos | "(х=й si f(0-O 


EERIVATA UNEI FUNCŢII EXPLICITE ^ 107 


are puncte în care nu este derivabilă în orice vecinătate a рипс- 
tului x=0, fiind totuşi derivabilă în punctul x=0. 

Să se schiteze graficul acestei funcții. 

998, Să se arate că funcţia 
х?, dacă x este raţional; 


fee 


0, dacă x este irational, 


este derivabilă numai în punctul x=0. | A 
999. Să se studieze derivabilitatea următoarelor funcții: 
а) у= |x—1) &—2* 0—3)? |: 
b) у= |cosx |; 


с) у= |52--х2 | sin? x; 
d) y= arcsin (cos x) ; 


| Х-1 x41} pentru |х| 41; 
1 

e) y= 
|x| —1 pentru |x | 5 1. 


Sá se determine derivata lastinga /' (x) si derivata la dreapta 
ЛО) a funcţiei f(x), dacă: . 


1000. f (х)= |х |. 
1002. fix)=x| cos -- 
1003. f (x) - l'sinx?. 
1004. f(x)- —- (х0, £(0)=0. 
14e* 
1005. / (х)-11-2-5 . 


1007. f (x)= arcsin E 


1008. /(х)-- (x —2)aretg 1. (#2), /(2)-0. 


1001. у(х) = [х] sin z x. 
(х0), /f(0)—0. 


1006. f(x) = |In|x|| (х560) 


1009. Să se arate că funcţia f(x)=x sin A- pentru x#0 şi 
/(0)=0 este continuă în punctul х--0, dar nu are in acest punct 
nici derivată la stînga, nici derivată la dreapta. 

1010. Fie 
| x2, даса x. xg; 

Poss l ax+b, даса x >x. 
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Cum trebuie să alegem coeficienţii a si b pentru ca funcţia 
f(x) să fie continuă şi derivabilă în punctul X=X9? 

1011. Fie 
F(x), dacă x zx; 
ax+b, dacă x xy, 
unde funcţia f(x) admite o derivată la stînga in punctul x=x9. 

. Cum trebuie să alegem coeficienţii a şi 5 pentru ca funcţia 

F(x) să fie continuă şi derivabilă în punctul ху? 


1012. Să se construiască pe segmentul a <x < b conjugata 
a două semidrepte 


y-h(x—a)(—e <х<а) şi y—k,(x—b) b<x<+o) 
cu ajutorul parabolei cubice А 
у= A(x—a) (x—b) (х—с), 
unde parametrii A si с rămîn să Не determinati ulterior. 


Е(х)- 


1013. Sá se completeze porţiunea curbei y= Шы (x) 2c) cu 
parabola ЫН 
y=a+bx2 (|x| zc) 1 
(a si b fiind parametri necunoscuţi) in aga fel, incit curba pe care 
о obținem să fie netedă. 


1014. Putem afirma oare că suma 
F(x)-f()--g (x) 
nu este derivabilă în punctul x=x9, dacă: a) funcţia f (х) este deri- 
vabilă în punctul хо, iar funcţia g(x) nu este derivabilă în acest 
punct; р) abele funcţii f(x) şi g(x) nu sint derivabile în 
punctul ху? 
1015. Putem afirma oare că produsul 


F(9)- f(x) 2(x) 


nu este derivabil in punctul x—x,, dacă: a) funcţia f(x) este 
derivabilă in punctul xo, iar funcţia g(x) nu este derivabilă in 
acest punct; b) ambele funcţii f(x) si g(x) nu sînt derivabile în 
punctul xj? 

Să se studieze exemplele: a) f(x)—x, g(x)= Ix b) /(х)= 
s ixi, #(х)= |х|. 
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1016. Ce se poate spune despre derivabilitatea funcţiei 


F (x) f(e (x) 
intr-un punct dat x—x,, dacă: a) funcţia f(x) este derivabilă - 
în punctul x— (ху), iar funcţia g(x) nu este derivabilă în punctul 
x=Xo; b) funcţia f(x) nu este derivabilă în punctul x= (Xo) 
iar funcţia g(x) este derivabilă în punctul х--Хо, c) funcţia f(x) 
nu este derivabilă în punctul x=g (xo) şi funcţia g(x) nu este 
derivabilă în punctul х--хо? 
Să se studieze exemplele : 


. a /(9ox*i £()- |х|; b) /(Х)7--1Х15 8 (5)--32: 


2 1 
; с) /(х)=2х+|х|; £0)9 3 x—-xl. 
1017. In ce puncte graficul funcției : 


y-x-- Vsinx 
are tangente verticale ? 
Sá se construiascá acest grafic. . 
1018. Poate avea o funcţie f(x) într-un punct de discontintti- 
tate al ei: a) o derivată finită; b) o derivată infinită? 
Să se studieze exemplul: f(x)=sgnx. 
1019. Dacă funcţia f(x) este derivabilă în intervalul Ний (a, б) 
şi dacă 
lim f (x) = оо, 
хэв 


atunci sînt oare neapărat valabile relaţiile 
1) lim (х) = о; 2) йш!/(х)| =? 
xa хэс 


1 
х H 

1020. Dacă funcția f(x) este derivabilă în intervalul finit (a, b) 
şi dacă d 


; 1 
Sá se considere exemplul: f(x)— => + соз — pentru x0. 


lim Р(х) = со, 
xa 


are oare neapárat loc relatia 


lim f(x)= c»? 
хэа 


Sá se studieze exemplul: /(х)-4/х pentra x0. 
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1021. Să presupunem că funcţia f(x) este derivabilă în i 
supunem că erivabilă în inter- 
valul (хо, + со) şi că există lim J (x). Rezultă oare de aici că există 


шт f(x)? аг 
x2ad-o 
Sá se studieze exemplul: 


_ sin(x?) 
fg) ——. 


1022. Să presupunem că funcţia f(x) este mărginită şi i 
| 1022, l ărginită si deri- 
vabilă în intervalul (xy, + co) Si că există lim f: rezultă oare 


de aici că există lim f(x) finită sau infinită? 
x>% 
Să se: studieze exemplul : 
. f (x) cos (In x). 
1023. Putem oare deriva membru cu membru o inegalitate ? 
ă se afle expresiile sumelor: ` 


P,—1-- 2x 4-3x24-. , E xni 
Q,— I2 384, p hn, ^ 
Indicatie. ` 
Considerăm (х--х2--...- xh. 
1025. Să se afle expresiile sumelor : 
a S, —sin x--sin 2x-+.. .--sin nx 
si 
Т,=с05 x --2 cos 2x 4 . ..-- cos nx. 
1026. Folosind identitatea 


SÀ se determine expresia sumei 


s avoue 1 x 
S3. zx 
1027. Sá se demonstreze cá derivata “unei funcţii derivabile 


pare este o funcţie impară, iar deriv i ii ivabi 
ata unei funcții im- 
pare este o funcţie pară. | шан 


Să se dea interpretarea geometrică a acestui fapt. 
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1028. Sá se demonstreze că derivata unei funcţii derivabile 
periodice este si ea o funcţie periodică, avînd aceeaşi perioadă. 

1029. Cu се viteză creşte aria cercului în momentul 
cînd raza acestui cerc este R=10 cm, dacă raza cercului creşte 
uniform cu viteza de 2 cm/s? 

1030. Cu ce viteză variază aria şi diagonala unui dreptunghi 
în momentul cînd o latură a dreptunghiului este x —20 m, iar cea- 
Jaltă latură y=15 m, dacă prima latură a dreptunghiului se mic- 
şorează cu viteza de 1 m/s, iar a doua latură creşte cu viteza 
de 2 m/s? x 

1031. Dintr-un port au plecat simultan vapoarele A si 
B cu direcţiile respective nord si est. Cu ce viteză creşte dis- 
tanta între aceste vapoare dacă viteza vaporului A este egală cu 
30 km/h, iar-cea a vaporului В cu 40 km/h? 


1032. Fie 


| х, dacă 0zxz2; 
fede | 2x— 2, dacă 2<х<+ о, 


şi S(x) aria mărginită de curba y=f(x), de аха Ox şi de per- 
pendiculara ре аха Ox, dusă în punctul х(х>0). 

Să se găsească expresia analitică a funcţiei S(x), să se cal- 
culeze derivata S'(x) şi să se construiască graficul funcţiei y = S’ (x). 

1033. Funcţia S(x) reprezintă aria mărginită de arcul de cerc 
y—l/a2—3?, ре аха Ox şi de două perpendiculare Іа аха Ox, duse 
înzpunctele 0 si x (|х| za). 

Să se determine expresia analitică a funcţiei, S (x), a derivatei 
S'(x) şi să se construiască graficul acestei derivate. 


S 2. Derivata funcţiei inverse. Derivata unei funcții date 
sub formă parametrică. Derivata unei funcții date sub 
formă implicită 


1°. Derivata funcției inverse. Dacă functia derivabilă y —f (x) 
(a<x<b), avînd derivata f* (x)72£0, admite o funcție inversă uniformă si con- 
tinuă х=} Цу), atunci funcția inversă este si ea derivabilă si are loc relația 

1 


х= e 
» yi 
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2°. Derivata unei funcții date sub formă parametrică. 
Dacă sistemul de ecuații 


х= (0), 


| (««t«g, 
у=0(0 


unde х (f) si 0 (t) sint funcții derivabile si « (f) 20, defineşte реу ca o functie 
continuă si uniformá de x: ` 


уед (х)), 
atunci derivata acestei funcţii există și poate fi calculată după formula 
_» 
Уул x * 

3°. Derivata unei funcții date sub formă implicită. 
Dacă funcția derivabilă y=y (x) satisface ecuația 
F (x, у)=0, 

atunci derivata y'=y"(x) a acestei funcții implicite poate fi determinată din 
ecuația 

(Р(х, у=, 


unde F(x, y) este considerată ca o funcție compusă de variabila x. 
(Mai detaliat despre derivarea funcțiilor implicite vezi partea a doua, 
cap. VI, S 3). 
1034. Să se arate că există o funcţie uniformă y=y(x), defi- 
nită de ecuaţia ° 
у%+3у=х, 
şi să se calculeze derivata ei y., 


1035. Să se arate că există o funcţie uniformă y— y (x), defi- 
nită de ecuaţia 


y—esiny=x (02є«1) 
şi să se calculeze derivata ei y,, 


1036. Să se determine domeniul de existenţă al funcţiilor in- 
verse x=x (y) şi să se calculeze derivatele lor, dacă: 


a) y=x+inx (х0); c) y=shx; 
b) y=x+e; d) у= x. 
1037. Să se separe ramurile uniforme si continue ale funcţiilor 
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inverse x—x (у), să se calculeze derivatele lor si să se construiască 
graficele respective, dacă: 


а) у=2х2—х*; Ы) у= Tei с) у--26-5--е-2х, 

1038. Să se schițeze graficul funcției y=y (x) şi să se calcu- 
leze derivata уу, dacă х= —1--2t—1?, у--2-431--8, Care este va- 
loarea lui у(х) în punctele x=0 si х= —1? In care punct M (x, y) 
este derivata y'(x)=0? 

Să se calculeze derivatele y; (pentru valori pozitive ale рага- 
metrului), dacă: 


+ 1039. х= VIVE y-V1-Vt. 


» 1040. х= sin? f, y—cos?f. 

e 1041. x—a cost, y—bsint. 

*1042. x—acht, y-bsht. 
1043. x—acos?t, у=азѕіпзі. 

ө 1044. x—a (t—sint), у=а(1—с05 f). 
1045. х= е2! cos? f, у= е2 sin?t. 
1046. х агсѕіп Ta: y-arccos Wi Р 


1047. Sá se arate cá funcția у= у(х), definità de sistemul de 
ecuaţii 


x—2tF|t|, y-5?--4t|t|, 


este derivabilă in punctul £=0, totuşi derivata: ei nu poate fi cal- 
culată cu ajutorul formulei obişnuite. 


Să se calculeze derivatele у; ale următoarelor funcţii date sub 
formă implicită : 


91048, x? +2xy—y?=2x. 
Care este valoarea lui y' pentru x—0, y—1 si pentru x=2, 
y-0? . 
#1049. y?—2px (parabolă). 
5 2 Inc 
*1050. 25 +55 —1 (elipsă). 
31051. l'x-Yy-]l' a (parabolă). 


8 — Culegere de probieme si exercitii de analiză matematică 


= 
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» 


2 
* 1052. x? y? —a? (astroidă). 
»1053. arctg 53 —In|/x?4- y? (spirală logaritmică). 


2 


1054. Să se calculeze у; dacă: 

a) г=аф (spirala lui Arhimede). 
b) r-a(i--cosg) (cardioidă). 

c) r=aeme (spirală logaritmică) 


unde r—l/x?--y? şi ф--агсс + sint coordonatele polare. 


$ 3. Interpretarea geometrică а derivatei 


1°. Ecuația tangentei si ecuația normalei. Ecuația tan- 
gentei MT si ecuația normalei MN la graficul funcției derivabile y— f (x) într- 
un punct al ei M (x, y) (fig. 7) sint date respectiv de relațiile: 
| Y—yzy'(X—x) 
i Ү—у= і (X—x) 
== 7 


unde X, Y sînt coordonatele curente ale tangentei sau ale normalei, iar y' — f'(x) 
este valoarea derivatei în punctul de tangenţă. E 
2°. Segmentele tangentei și ale normalei. Pentru segmen- 


tele tangentei si ale normalei: PT— subtangentă, PN — subnormală, MT— 


y 


Fig. 7 


tangentă, MN-— normală (fig. 7), Наад seamă de faptul că tga=y', obținem 
următoarele valori: А 


РТ 21, РМ- |уу'|, > 


y 


y| ters. MN= Iyi ty, 
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3.Unghiul format de tangentă şi de raza vectoare а 
punctului de tangenţă. Dacă r—f (o) este ecuația curbei în coordo- 
nate polare si 8 este unghiul format de tangenta MT şi raza vectoare OM a 
punctului de tangenţă M (fig. 8), atunci 


^ 1055. Să se scrie ecuaţia tan- 
gentei şi ecuaţia normalei la curba 


у=(х+1)43—х 


în punctele: a) A(—1,0); b) B(2/3); 
c) C(3, 0).. 


1058. In ce puncte ale curbei 


y-2tx—x? 
este tangenta a) paralelá cu axa Ox; b) paralelá cu bisectoarea 
primului cadran ? 
1057. Sá se demonstreze cá parabola 


у=а (х—ху) (x--x2) (az50, хүс хэ) 
intersectează аха Ox sub unghiurile « şi В ( 0<«< 5? 0<B< 2| 
care sint egale între ele. \ 
1058. Sá se determine pe curba 


y=2sin x (—х хт) 


acele porţiuni pentru care „panta“ curbei (adică |у' |) este mai 
mare decit 1. 


1059. Functiile 
y—x 8 y,—x40,01sin1000zx - 
diferă una de cealaltă cu cel mult 0,01. Ce se poate spune despre 
valoarea maximá a diferentei derivatelor acestor functii ? 
Sá se construiascá graficele corespunzátoare. 
1069. Sub ce unghi intersecteazá curba 
у-їшх ` ~ 
аха Ох? 
1061. Sub ce unghi se intersectează curbele 
y-x? şi х=у2? 
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1062. Sub ce unghiuri se intersecteazá curbele 
y=sinx şi y=cosx? 
1063. Pentru ce valori ale parametrului n va intersecta curba 
у=агсіс пх (n7»0) 
axa Ox sub un unghi maj mare decit 89°? 
1064. Să se determine unghiul format de tangenta la dreapta 
şi de tangenta la stînga a curbei: a) n ^^” în punctul 


x=0; b) y —arcsin a în punctul х= 1. 


1065. Să se arate că tangenta la spirala logaritmică 
г=ае"® 


(a si т fiind constante) formeazá un unghi constant cu raza vec- 
toare a punctului de tangenţă. 
1066. Determinînd lungimea subtangentei la curba 


: y-ax, 
să se dea o metodă de construire a tangentei la aceastá curbá. 
1087. Să se demonstreze cá la parabola 
у?--2рх 


a) subtangenta este egalá cu dublul abscisei punctului de tangenţă ; 


b) subnormala este constantă. Să se dea o metodă de construire 
a tangentei la parabolă. 
1068. Să se demonstreze că funcția exponențială 
y-a | (а»0) 


are subtangenta constantă. Sá se dea o.metodá de construire a 
tangentei la curba exponențială. 
1069. Să se calculeze lungimea normalei într-un punct oare- 
care M (xy, Уо) al lántigorului 
y=ach 24 
а 


1070. Sá se demonstreze cá la astroida 


хї-ут-а! | (a0) 
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lungimea segmentului tangentei ins 1 
„seg geniei cuprins între axele de 
este o mărime constantă, шин 


1071. Ce relati ie să existe fi RE | 
ai parabolei tie trebuie să existe între coeficienții a, b si c 


y=ax2+bx+c, 
dacă această parabolă este tangentă axei Ox? 
1672. In ce condiţii este tangentă parabola cubică 


--х3-- 
axei Ox ? KmA cl, i 


1073. Pentru ce valo : 
s are " 
parabola a parametrului a este tangentă 


y-ax? 
la curba y—inx? 
1074. Să se demonstreze că curbele 


у-70) ((х)>0) 


у= (x)sin ax, 


unde f(x) este o funcţie derivabilă, sî ia 1 
ионы хонин, t á, sint tangente una alteia in 


1075. Să se arate cá familiile de hiperbole 


si 


48-48 
si Vi dero 
xy=b 


formează o refea ortogi 1, adică 
2 onalá, adică curbele acestor familii se i 
sectează sub unghiuri drepte. сайн 


1076. Sá se demonstreze că familiile de parabole 
y2=4a (a—x) (a0) 
yi—4b(b--x) ^ (65.0) 
formeazá o reţea ortogonală. 
1077. Să se scrie ecuaţia tangentei şi a normalei la curba 
х-21-8, y-3t—t3 
in.punctefe: a) £—0; b) 1-41. 


şi 


aere NE 
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1078. Să se scrie ecuaţia tangentei şi ecuaţia normalei la 


curba 
xe rs 
în punctele: a) £—0; b) #=1; c) t— о. 
1079. Sá se scrie ecuatia tangentei la cicloida 
x=a (t—sin?), y-a(1—cos/) 


într-un punct arbitrar 1—1. Să se dea o metodă de construcţie a 
tangentei la cicloidá. 
1080: Sá se demonstreze cá tractricea 


х=а [Intg L- cost], у=аѕіпі (a0, 0ct«) 
2 


are tangenta constantă. 


Să se scrie ecuaţiile tangentei şi ale normalei în puncte date, la 
următoarele curbe: 


x? y 
1081. 100 tab 
1082, xy--Iny—1, 


M (6; 6,4). 
M(1;1). 
5 4. Diferenfiala unei funcţii 
12, Diferentiala unei funcții. Dacă creșterea funcției y=f(x), 
de variabila independentă x, poate fi pusă sub forma 
AY=A (х) dx +0 (dx), 
unde dx=Ax, vom numi partea principală a acestei creșteri diferenţiala 


funcției у: 
dy= А (x) dx. 


` Pentru са diferenţiala unei funcții y=f(x) să existe este necesar şi suficient 


са să existe derivata finită y'=f' (x) si are loc relația: 
dy-y'dx. (1) 


Formula (1) rămîne valabilă si în cazul cînd variabila x este o funcție 
de o altă variabilă independentă (proprietatea de invarianță a diferențialei de 
ordinul întîi). 

2°. Evaluarea cresterilor mici ale unei funcții. Pen- 
tru calculul creşterilor mici ale unei funcții derivabile f (x) ne putem folosi de 
formula 


" 


fx Ax) —f QO mf (x) ax: 


| 
| 
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eroarea relativă introdusă de această formulă poate fi făcută oricît de mică 
pentru | Ax | suficient de mic, dacă f' (x)7£0. 

In particular, dacă variabila independentă x este determinată cu o eroare 
absolută egală си | Ax |, atunci | ду |, eroarea absolută, si бу, eroarea relativă 
a funcției y—f (x), se exprimă ap:oximativ cu ajutorul următozrelor formule : 


: 1АУ1-17 (x) Ах | 
ȘI 5 
8y- | [nf (x)] АХ | = ma a 


1083. Să se calculeze pentru funcția 
Р(х)=х3—2х+1 
1) Af(1); 2) df(1) si să se compare aceste valori dacă : a) Ax=1 ; 
b) Ax=0,1; c) Ах--0,01. | 
1084. Ecuatia unei mişcări este dată de formula . 
х=5Р, 
unde ѓ se măsoară in secunde şi х in metri. 

Să se determine, la momentul £—2s, Ax — creşterea drumului 
şi dx — diferenţiala drumului şi să se compare aceste două, dacă: 
а) M—1s; b) АР--0,18: c) At—0,001 s. 

Să se calculeze diferentialele funcţiei y, dacă: 


1085. у= 1. 


1086. у= L arctg Z (45250). 


1087. усэг Ex . 1688. y—In |x4-l'x?xa . 


1089. y—arcsin-^-  (az0). 
1099. Să se calculeze: 


а) d (xe); e) d( a2-7x2); ` 
b) d(sinx—x cos x); f а 
с) СЕЗЕ g) din(1—x?); 
laxi, A 
d) «(Ер h) d [arccos |; 
; six . 1 (х * |! 
) db + n tg [3 + ri Ї 
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,. Fie п, v, w funcţii derivabile de x. Sá se calculeze diferen- 
tiala funcţiei y, dacă: 


и 
о 


1091. y=uvw. 
1092. у= —. 
U 


1094, y—arctg 


1095. у= |12 +02, 


$ 
| 1093. у= raza: 


1096. Să se calculeze : 


a g 
a) aga e hn ugs ©) 21222 
d [sinx i 
D. vx d (arcsin x) , 
) 88| x 9) d (arccos х) 
) d (sin x) | 
d (cos х)” 


t 
1997. Intr-un sector circular avem raza R= 100 i i 
1 ) ular ах = ст şi unghiul 
la. centru z=60 . Cu cit variază aria acestui sector, dacă : M Таза 
lui R se măreşte си 1 cm; b) unghiul а se micşorează cu 30'? 
Sá se dea solutia exactá si solutia aproximativà. 


1098. Perioada de oscilatie a unui 1 (i 
dem Та EE t i pendul (in secunde) este 
Toon |1 
2 | E 
unde | este lungimea pendulului, in cm, si 2--98Г cm/s? este 


acceleratia fortei gravitationale. 


Cu cit trebuie modificată .lungimea pendulului Z= 20 
t : - c 
pentru ca perioada 7 să crească cu {0,05 d i 
Inlocuind creşterea unei funcţii prin diferenţiala ei, 
calculeze aproximativ următoarele valori : 


1099. +/1,02. 1102. arctg 1,05. 
1100. sin 29°. 1103. Ig 11. 
1101. cos 151°. 


1104. Să se demonstreze formula aproximativă 


(a>0), - 


să se 


Га xwa ti 


4 


| 


ВЕ 
ti 
| І 
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în care |х| <a (relaţia A < B între numerele pozitive A si B in- 
seamná cá A este foarte mic în comparaţie cu Bj. 
Cu ajutorul acestei formule să se calculeze aproximativ : 
a) l5; b) 134: c) (120 şi să se compare cu datele din tabele. 
1105. Să se demonstreze formula aproximativă 
Va + хғ=а deg (а> 0), 
unde |x| <a. : 


Să se calculeze cu ajutorul acestei formule valorile aproxi- 
mative: 


а) V9; b) 480; с) V100; 4) V 1000. 


1106. Latura unui pătrat este x = 2,4 m + 0,05 m. Cu ce 
eroare absolută si relativă poate fi calculată aria acestui pătrat ? 
1107. Cu ce eroare relativă putem măsura raza R a unei 
sfere dacă se cere ca volumul ei să fie determinat cu o exactitate 
de 19/,? 
1108. Pentru determinarea accelerației forţei gravitaționale cu 
ajutorul oscilaţiei pendulului se foloseşte formula 
4521 
&= с, 
unde / este lungimea pendulului, T este perioada completá a osci- 
latiei pendulului. Ce influenţă are asupra valorii lui g eroarea 
relativă 2, cu care am măsura: a) lungimea /; b) perioadă 7? 
1109. Să să determine eroarea absolută a logaritmului zecimal 
al numărului x (x > 0), dacă eroarea relativă a acestui număr 
este ô. 4 
1110. Să se demonstreze cá unghiurile pot fi determinate mai 
exact după tabela logaritmică a tangentei decît după tabela loga- 


' ritmică a sinusurilor, avind acelaşi număr de zecimale. 


8 5. Derivate şi diferențiale de ordin superior 


1°. Definiţii fundamentale. Derivatele de ordin superior ale 
funcției у=} (x) se definesc succesiv cu ajutorul . relațiilor (în ipoteza că ope- 
rațiile respective au sens!): 


ТЭ (= (79-9(5)) — (022 3... 


Diferentialele de ordin superior ale funcției y=f(x) se definesc succesiv 
cu ajutorul formulelor . 
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4"у-а (q?—ly) r2, € suh 
unde am pus dly-dy-y'dx. 
Dacá x este variabila independentă, punem : 
dx-dXx-..,—0; 
in cazul acesta sint valabile formulele 


ау=уб ат și ym. PY, 
ах" 
2°. Formule fundamentale: 
L (=a na (a>0); (ед ох, 
П. (sin x") = sin [+ BR]. 
2 
Ш. (cos x)? = cos [+ z} 
2 


IV. (x")9) 5 m (m—1),.. (m —n- 1) x", 
(—1)"—1! (n—1)! 
gu ` 


. 39. Formula lui Leibni iile ' i 
derivate de ordinul n (sînt айр дө аан p SOR Som DU a 


V. (In x)'— 


n 
(uo) — У, ciu отд 
izo i 


unde i 24, 500, şi ci 
> ыг este ináti 7 

cite i ŞI Ca numărul combinărilor de n 'elemente luate 
- 


In mod analog pentru diferentiala d”(uv) obținem : 


n 
d" (uo) V. Ca" ир, 


unde гт pus du=u și dw=v. id 
Să calculeze y", dacă: 
ull CI 
1111. у-х| Lex. " 1115. y— (1 --x?) arcig x. 
1112. je ge 1116. y- uA. 
B. y=, 1117. y—-x In x. 
4. y—ig x. 1118. х=! f(x). 


1119. у= x [sin (In x) + cos (In xj]. 
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1120. Să se determine у(0), у(0) si 3140), dacă 
у--е""Х cos (sin x). 

Fie u=ọ(x) şi v—iw(x) funcţii de două ori derivabile, Să se 
calculeze y", dacă: 

1121. у=. 1123. у--(12--13. 

1122. y-In 7. 1124. y=u? (и> 0). 

Fie f(x) o funcţie de două ori derivabilă. Să se calculeze y" 
şi y", dacă: 

1125. y—f(x?). 1127. y=f(e*). 

1126. у-/( | 1128. у= f (In x). 

1129. у= (Ф (х)), unde ф(х) este o funcţie derivabilă de un 
număr suficient de ori. 

1130. Sá se calculeze d?y pentru functia 

y=e 

în următoarele două cazuri: a) x este variabila independentă; 
b) x este o variabilă intermediară. 


Considerind pe x ca o variabilă independentă, să se cal- 
culeze d?y, dacă: 


1131. y- Y 1a x?. 1132. у= вх. 1133. у= х“ 
Fie и şi v fuhctii de două ori derivabile de variabila x. Să se 
calculeze d?y, dacá: 


1134. y—uv. 1135. y= 3 


1136. y—u"v"(m si n fiind constante). 

1137. у=ач (a>0). 1139. y—arcig 2 • 

1138. у= In 'i2 F} 22. 

Să se calculeze derivatele у, yz, y, ale funcţiei y--y (х), 
dată sub forma parametricá, dacă: А 

1140. x—2t—£. у--ЗЕ-8. 

1141. x=a cost, y=a sint. 
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€ ” i i punct sint 
1142, x—a(f—sint), y-a(1— cos f). 1155. Ecuațiile de mişcare ale unui P : 
1143. x—e' cost, y=ë sint. x—Asinof—3 cos wf, y—3sinof--4 cos w 
1144. х=), y-tf'()— f (t). | 


(o fiind o constantă). | MORE MERO 
Să se determine traiectoria mişcării, mărimea vitezei şi mă: 
rimea accelerației. ! IM Tu 
Sà se calculeze derivatele de ordinul indicat mai jos: 


1156. y-x(2x—1) (+3); să se calculeze y si уд. 
a 


1145. Fie o funcţie y=f(x), derivabilă de un număr suficient 
de ori. Sá se calculeze derivatele x', x", x", x!V ale functiei in- 


varse x=f (y), presupunind că aceste derivate există. 


Să se calculeze у’, Уз Si yz ale funcţiei y—y(x) dată sub 
forma implicită : 


1146. x? + y2— 


х 1 m 
25. Care sînt valorile lui y', y" si y" în punc- 1157. y— PC БАИР 
tul M(3, 4)? | 1158. у-ҮХ: să se calculeze (9). 
1147, y2=2px. 1148. х2--ху--у2-41, i LU A 
Să se calculeze y, Si Уг» dacă: 1159. y— гр să se calculeze y®. 
1149. y?--21n y—x*. 
iioi р 1160. у— EX. să se calculeze y(1%). 
1150, Гу? ае" E (а»0) D să se calculeze y®, 
1151. Fie funcţia f(x) definită si de două ori derivabilă pentru 1161. у=х ыг А (10) 
X ZX. Cum trebuie aleşi coeficienții а, b si с pentru ca funcţia 1162. y= =; să se calculeze yt? 
5 х 
f) f(x, dacă xz xy; 1163. ухх; să se calculeze y. 
Х)== 7 X; 
а(х—ху) -0(х--хо)-с, dacă x> xo 1164. у= 12; să se calculeze y9. 
, x 
să fie de două ori derivabilă. 1165. y=x2sin 2х; să se calculeze y69. 
1132. Un punct se mişcă rectiliniu după legea 1166. у— 2 зх. să se calculeze y". 
s—104- 206—522, UU ЖЗ 


1167. y—sin x sin 2х sin 3x; sá se calculeze ur 
1168. y=x shx; să se calculeze у" ). 
1169. у= ехс05 х; sá se calculeze y i, 
1170. y-sin?x In x; să se calculeze y®. 


Să se găsească viteza şi accelerația mişcării. Care este valoarea 
vitezei şi a accelerației la momentul £—2? 


1153. Punctul М(х, y) se migcà.. uniform pe circumferința 
X?--y?— a?, făcînd un tur în T s. Să se găsească viteza v şi accele- 
тайа j a proiecției punctului M pe аха Ox, dacă la momentul 
f—0 punctul a avut poziţia Mg (a, 0). 


Considerind pe x variabilă independentă, să se calculeze în 
1154. Un punct material greu М(х, y) este aruncat în planul 


exemplele următoare diferentialele de ordinul indicat: 


1171. y=x5; să se calculeze d5y. 
„vertical Oxy sub un unghi a față de planul orizontal, cu viteza ini- od să se calculeze d3y. 
(аја uy. Să se scrie (neglijind rezistenţa aerului) ecuaţia de mişcare 1172. у= үх: A 
şi să se determine mărimea vitezei v şi a accelerației j, precum şi 1173. y=x cos 2x; să se calculeze d'y. 
traiectoria mişcării. Care este săgeata traiectoriei si care este d — să se calculeze diy. 
distanța pînă la locul in care punctul material greu atinge din 1174. y=e : 
nou pămîntul? 


1175. y-cosx:chx; să se calculeze 49у. 
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Să se calculeze în următoarele exemple diferentialele de ordi- 
nul indicat, tinind seamă de fapt 


ul că п este funcţie de x, deriva- 
bilă de un număr suficient de ori. 


1176. у=; să se calculeze dy, 
1177. y=a; să se calculeze dy, 
1178. у=1пи; să se calculeze азу. 


1179. Să se calculeze ау, d3y si diy ale funcţiei y— f (x), 
considerind pe x funcţie de o altă variabilă independentă. 


1180. Să se exprime derivatele y" şi y" ale funcţiei у-/ (x) 
cu ajutorul diferentialelor succesive ale variabilelor x si y, fără a 
presupune cá x este variabilă independentă, 


1181. Să se arate că funcția 


у= C; cos x 4- C, sin x, 
unde C, si C, sînt constante arbitrare, verificá ecuatia 


yt y-0. 
1182. Sá se arate că functia 
y—Ci;chx-4 C, sh x, ! 
unde C, si С, sînt constante arbitrare, verifică ecuaţia 
y'—y-0. 


1183. Să se arate cá functia 


у= C, e C, ex, 


unde С, şi C, sint constante arbitrare $i 2, d 
ecuația 


— constante, verifică 
Y (А) y! + 3 y 0. 
1184. Să se arate că funcția 
у= х" [C, cos (In x) -- C; sin (In х)], 
C, si C, fiind constante arbitrare, iar n constant, verificà ecuaţia 
х2 у" +(1—2л) xy! - (14-22) y — 0. 
1185. Să se arate că funcţia 
x 


ў ГЕ +С, sin zz 


E x WES "E E: | 
y=e С, cos +++ С, зїп 2.1 у (С; сов ® | 


| 
| 
| 
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unde Сү, С», Сз si C, sint constante arbitrare verifică ecuaţia 
y" +у—0. 


1186. Si se demonstreze cá dacă funcţia f(x) este derivabilă 
de n ori, atunci 


[f (ax - b)? —a" f? (ax 4- b). 
“1187. Sá se calculeze P (x), dacă 


P (х)--адх"--а,х"-1-н...-4-0л, 


(n) 


Sá se calculeze у", dacă: 


1 
' 1190. YI 


Indicatie. Se va descompune funcția în fracții simple. 


1 1200. y —sin? ax cos bx. 
Hel. Ул үүсэх: 1201. y —sin* x+ cos! x. 
x 1202. y—x cos ax. 
1192; Ух 1203. у= х2 sin ах. 
1193. y—sin? x. 1204. у= (2-+-2х+2) e-*. 
1194. y—cos? x 


1205. у=©. 
1206. y=e* cosx. 


1195. y=sin? x. 
1196. y—cos? x. 


1197. y—sin ax sinbx. 1207. y=e* sinx. 
1198. y=cos ax cos bx. i 
1199. y —sin ax cos bx. 1208. у= п т 
1209. у=еаР (х), P(x) fiind un polinom. 

1210. y—xsh x. 

Să se calculeze dy, dacă: юэ 
71211. у= хте". 1212. у= 227 


^ 1213. Sá se demonstreze egalitátile 
n 
1) [ea sin (bx + c)J? — ear (a? + 62) sin (boxe ЕЛ) 
şi a : 
2) [eaxcos (bx + c) — eax(a2-r 02)” cos (bx + c4 ng), 
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unde 
sinc şi С08ф---2-- 
Var Veto 


1214. Să se calculeze уб, dacă 


a) y=chax cos bx; с) y=sh ax cos бх; 

b) у=сһахзїпфх; d) y=sh ax sin bx. 

1215. Transformînd funcția f (x)=sin? x, unde p este un nu- 

x a 1 а а р 
таг natural, in polinomul trigonometric J (x) = X A, cos 2kx, să se 
" к=0 

calculeze ^ (х). 

Indicatie,. Se va pune sinx = L. (1-2), unde = cosx-+isin x si 
î=cos x—isinx si se va folosi formula lui Moivre. 

1216. Să se calculeze f” (x), dacă 


а) f(x) —sin?»!x ; 
b) f(x) = cos?? x; 
с) f(x) cos?*H x, 


unde p este un număr pozitiv intreg (v. problema. precedentà). 
Dacá : 
709-Д Qo) ifa 09, 


unde 1-17-1 si f, (x), fa (x) sint funcții reale de variabila realá x, conside- 
гат prin definiție că 


f б) = (х) 00. 
1217. Folosind identitatea 


Sá se demonstreze cà 


1 y gint s OE 
=) трт Sin [(n4- 1) arcctg х]. 
(+x) 2 
Indicatie. Se va aplica formula lui Moivre. 


1218. Să se calculeze derivata de ordinul n a functiei 


f (x) =агсіє x. 


| 
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Sá se calculeze f (0), dacă: 


1 е " х 
1219. а) Fii aaa: b) Pee 


1220. a) f(x)-x?e*; b) f(x)—arctgx; с) f(x)-arcsin x. 
1221. a) f(x)—cos(marcsinx); b) f(x)—sin (m arcsin x). 
1222. а) f(x)=(arctg x); b) f(x) = (arcsinx)?. 

1223. Să se calculeze f"? (а), dacă 


f (x)- (x—ay g(x), 
unde funcţia Ф (x) are o derivată continuă de ordinul (n—1) în ve- 
cinătatea punctului a. 
1224. Să se demonstreze că funcţia 


[sini dacă xz0, 


f=] 


0, dacă x=0 

(n fiind un număr natural) admite în punctul x=0 derivate pînă la 

ordinul n inclusiv si nu admite derivata de ordinul n4-1. P 
1225. Să se demonstreze cá funcţia 

1 


rațe, dacă x#0, 
0, dacă х--0, 


este derivabilă de o infinitate de ori în punctul x=0. 
Să se construiască graficul acestei funcţii. 
1226. Să se demonstreze că polinoamele lui Cebígev 


1 
ym (x) NX 2m—i 
verifică ecuaţia 


(1—2x?) Ту (x) —x T; (4)--т2 Т, (х)=0. 


cos(marccosx)  (m-—1,2,...) 


1227. Sá se demonstreze cà polinoamele lui Legendre 


P, ix) = [62— 1)" (т--0, 1,2,...) 


verifică ecuația 
(1—x2 Р (x)—2x2,, (x) 3-m (m 4-1) P, (x) 0. 


9 — Culegere de probleme şi exerciţii de analiză matematică 
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PN —— M ———————— 


Indicatie. Se va deriva de m--1 ori egalitatea (x? — 1) ш = 2тхи, 
unde u—(x2— 1)". 
1228. Polinoamele lui Cebftgev-Laguerre se definesc cuaju- 
torul formulei 
(Lax) e (хте-5) 9 | (m=0,1,2,...). 
Să se găsească expresia explicită a polinomului L5 (х). 
Să se demonstreze că Lm (х) satisface ecuaţia 


x Li (+ (1х), + mL (x) =0. 


Indicatie. Se уа folosi egalitatea xu'--(x—m) u=0, unde uzx"e-*, 


1229. Fie y=f(u) si u=ọ (х), unde f(u) si e(x) sint funcţii 
derivabile de n ori, è 
Să se demonstreze că 


ay n (K) 
уд , 
de У, ко) 7 (0 
unde coeficienţii А, (х) (= 0, 1,...,7) nu depind de funcţia fu). 
1230. Să se demonstreze că pentru derivata de ordinul n a 
funcției compuse y= / (х2) este valabilă formula > 


e 52 (ох f (2 4 RD (xy 207? + 


410—0 и Э (1-3) (2х) 1—2 024. в. 
1231. Polinoamele lui Cebîșev-Hermite se definesc cu ajuto- 
rul formulei 
H, C= e (e) (m0, 1,2,...). 
Să se afle expresia explicită a polinoamelor Hm (х). 
Să se demonstreze că Hj, (x) satisface ecuația 
Н” (x) —2xH,, (x) - 2mH,, (х)=0. 
Indicafie. Se va folosi egalitatea и +-2хи= 0, unde uer. 
1232. Sá se demonstreze egalitatea 
1 


1 
(Gene) = (=1)" x 


xttl 


Indicatie. Se va folosi metoda inductiei compiete. 
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1233. Să presupunem că Ё = D înseamnă operaţia de derivare 
şi cá 


foy Ур, (x) D* 


este un polinom diferențial simbolic, unde p,(x)(k—0,1,...,7) 
sint functii arbitrare continue de x. 
Sá se demonstreze cá 


FD) е“ ид {= e* fou). 
unde A este o constantă. 
1234. Să se demonstreze că dacă în ecuația 
n k d*y 
E. es) 
У БЭЭР: 
punem 
хэ-6, 
unde £ este o variabilă independentă, această ecuaţie devine 


n 


X ар(р-1).. (D—k4-1) y—-0, 


d 
unde D— ui 


8 6. Teoremele lui Rolle, Lagrange şi Cauchy 


я 1°. Teorema lui Rolle. Dacă: 1) functia f (x) este definită şi con- 
tinuă pe segmentul! [a, b]; 2) f(x) are o derivată finită f'(x) în interiorul 
acestui segment; 3) f (a) —f(b), atunci există cel putin un număr c apartinind 
intervalului (a, b), astfel încît 


f'(c) 0. 

„2. Teorema lui Lagrange. Dacă: 1) functia f (x) este definită si 
continuă pe segmentul [a, b]; 2) f(x) are o derivată finită f'(x) în intervalul 
(a, b), atunci 

- f(0)—f(a)—(5—a) f'(c), 
(formula cresterilor tinite). 


„„ 9». Teoremalui Cauchy. Dacă: 1) funcțiile f(x) si g(x) sint de- 
finite si continue pe segmentul [a, б}; 2) f(x) si g(x) au derivate finite f'(x) 


unde a<c<b 
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Dr 


şi g' (x) în intervalul (a, b) ; 3) f'24x)+8'2(x)3£0 pentru a<x<b; 4) гаа? 
atunci 
1@®-/@ f'o 
ab—g(a) (о) 
1235. Să se verifice valabilitatea teoremei lui Rolle pentru 
funcția 


unde a<c<b. 


Рох) (x—1) (x—2) (х—3). 
~= 1236. Funcţia 
fe)-21— Vx 
se anulează in punctele x, = —1 şi хз = 1, dar cu toate acestea /7(х)л:0 


pentru —1&&х 1. Să se explice contradictia aparentă cu teorema 
lui Rolle. 


1237. Să presupunem cá funcția f(x) are o derivată finită f'(x) 
iu fiecare punct al unui interval finit sau infinit (a, b) şi că avem 


lim f(x)—lim f(x). 
x2a4-0 x>b—0 


Să se demonstreze că 
f'(c) —-0, 
unde c este un anumit punct al intervalului (a, 2). 

1238. Să presupunem cà: 1) funcţia f(x) este definită pe seg- 
mentul [xo x,], avînd pe acest segment derivata continuă ЭГ) 
de ordinul л--1: 2) f(x) are o derivată f™(x) de ordinul n unică 
în intervalul (xo, x,); 3) sînt satisfăcute egalitátile 


foy fe). =) 


Sá se demonstreze cá in intervalul (xy, x,) existá cel putin un 
punct ё, astfel încît 


(Хусхү«.. х. 


1-0. 
1239. Să presupunem că: 1) iunctia f(x) este definită pe seg- 
mentul [a, b], avînd pe -acest segment derivata continuă fete (x) 


de ordinul р--4: 2) f(x) are o derivată fP) de ordinul 
р+9--1, unică în intervalul (а, b); 3) sint satistăcute egalitátile 


fia=f'(a)=...=fP(a)=0 
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şi 
f(b)=7'0)=...=79(0)=0. : 


Sá se demonstreze cá in acest caz 
1 
ye )(c) 20, 


unde c este un anumit punct al intervalului (a, 0). 
1240. Să se demonstreze că dacă toate rădăcinile polinomului 


1—1 


Р (х) = аах” '+...+Һа, (4020) 


cu coeficienţi reali а, (к= 0, 1,..., n) sint reale, atunci derivatele 
sale succesive Р(х), P/(x), ..., p») au şi ele numai rădă- 
cini reale. | 
1241. Sá se demonstreze cá polinomul lui Legendre 
1 а" п 
Рх) ont тт 002—1) ) 
are toate rădăcinile reale, ele fiind cuprinse în intervalul (— 1, 1). 


1242. Sá se demonstreze că toate rădăcinile polinomului lui 
Cebigev-Laguerre 


sint pozitive. 
1243. Sá se demonstreze cá toate rădăcinile polinomului lui 

Cebisev-Hermite 

а" 


Н.х) =(=1 Р et ах" 


(e) 


sint reale. 


1244. Să se determine pe curba y—x? punctul în care tan- 
genta este paralelă cu coarda care uneşte punctul A(—1, —1) cu 
B(2, 8). 


1245. Este valabilă oare formula cresterilor finite pentru funcţia 
1 
foe) 22 


pe segmentul |a, 5], dacă ад--02 
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х 


1246. Sá se gáseascá functia 0--0(х, Ax) astfel ca 


E f Gt Ax) — f (x) = Ax f (х--0Ах) 


dacă: 
a) f(x)=ax2+bx+c (0550) 
b) /(х)=х?; 


(0—9— 1), 


1247. Sá se demonstreze cá dacă x-.0, atunci 


Vxxi-Ys- 
unde 
zic 


iar 


у? 
-—-. pentru 


Ч, Ë 
\ ГЭ pentru 


Sà se determine valoarea intermediará c din formula cresterilor 


n|= 


1 
2үхжөб)’ 


lim 0(х)= 4- 
xo 


0x zl, 


"lDex--co. 


finite pentru funcţia f(x) pe segmentul (0, 2]. 


1249. Fie /(х)—/@0)=х/' E), unde 0<<Ё(х)<х. Să se de- 


monstreze cá dacă 


f(x)exsin(In x) pentru x>0 si /(0)—0, 


atunci funcţia £—E(x) este discontinuă într-un interval arbitrar de 


mic (0, 5), unde e>0. 


1250. Să presupunem că funcţia f (x) are o derivată continuă f'(x) 
în intervalul (a, b). Putem determina oare pentru fiecare punct E 
din (a, b) alte două puncte x, şi x, din acest interval, astfel încît 


Ло) (x) -f'(E 


хә—Х| 


Să se studieze exemplul: f(x)=x3 (—1 <x<1), unde £—0. 


(x Ex? 


©) f= +t 
d) f(x)-e'; 
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1251. Să se demonstreze inegalităţile: 
a) |sinx—siny| < |x—y |; 
b) ру? (ху) L x! — yp рх” (x—y), dacă 0<y<x si p>l; 
c) Jaretg a—arctg b| <| a—b |; 


d) Ea mn eb dacă 0<b<a. 


1252. Să se motiveze de ce nu este valabilă teorema lui Cauchy 
pentru funcţiile 


f(x)ex? si g()ex 
pe segmentul [—1, 1]. T 


1253. Să presupunem că funcţia f(x) este derivabilă pe seg- 
mentul |x; xj], iar x/x2>0. Sá se demonstreze cá 


1 -f(5—tf'(, 


X1 — Xo 


hx. + х2 


fxd ЈО) 


unde x, <Ẹ< Xz 

1254. Să se demonstreze că dacă funcţia f(x) este derivabilă, 
dar nu este mărginită în intervalul finit (a, 0), atunci nici derivata 
lui f(x) nu este mărginită în acest interval. Teorema reciprocă nu 
este adevărată; să se construiască un exemplu. 

1255. Să se demonstreze că dacă funcţia f(x) are în intervalul 
finit sau infinit (а, 0) o derivată mărginită /'(x), atunci f(x) este 
uniform continuă in (a, b). 

1256. Să se demonstreze că dacă funcţia f(x) este derivabilă 
în intervalul infinit (xy, + co) şi 

lim f'(x)—0, 


x24 


atunci 
10.9, 
x 


lim 
хә+ 
adică /(х)==о(х) pentru х + о. 
1257. Sá se demonstreze că dacă funcția f(x) este derivabilă 
in intervalul infinit (хо, + co) şi 


Ї(х)--0(х) pentru х—-- Bs . 
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atunci 
lim |/'(x)| =0. 
x34 = 
1258. a) Sá se demonstreze cá dacă: 1) funcţia f(x) este de- 


finită si continuă pe segmentul Хо, X}; 2) f(x) are о derivată 
finită f'(x) în intervalul (xo, Ху: 3) există limita finită sau infinită 


lim /'(х)=/ (+0), 
xxr 
atunci există derivata la dreapta respectiv finită sau infinită f^, (хо) 


şi avem 


(хо) = (+0). 
b) Sá se demonstreze cá pentru funcția 


f(x) artg 155 œ) şi fü)-0 


există limita finită 
lim f'(x), 
хэ! 


deşi funcţia f(x) nu are derivatele la stînga si la dreapta /7 (1) 
si f^, (1). 
Să se dea interpretarea geometrică a acestui fapt. 


1259. Sá se demonstreze că dacă f'(x)=0 pentru a<x<b, 
atunci 
fix)=const pentru a<x=<b. 


1250. Să se demonstreze că funcţia liniară 
f(x)=kx+0 


este singura funcție f(x) (—co<x<+co) care are o derivată 
constantă 


146542 

1261. Ce se poate spune despre funcţia f(x), dacă 
fo (x) 0? 

1262. Să se demonstreze că funcţia exponențială 
у= Се“, 
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unde C este o constantă arbitrară, este singura functie y—y(x) 
(— co « х< 4- co) care satisface ecuaţia 


p'=Ay (= const). 


Indicatie. Se va considera (уе ^5)”. 
1263. Să se verifice că funcţiile 


x+a 


f (x)-arctg d (а = 0) 
şi 
g (x =arctg x 
au aceleaşi derivate in domeniile : 
1) ах<1 şi 2) ax>i. 


Să se deducă relaţia care există între aceste funcţii. 


1264. Să se demonstreze identitățile : 
2x 


a) 2arctg x+ arcsin Tix 


-7Ssgnx pentru ixizl; 
b) Загссоѕ х—агссоѕ (3х — 4х3)=л pentru Biza 


1265. Să se demonstreze că dacă: 1) funcția f(x) este conti- 
лий pe segmentul [a, b]; 2) are derivata finită f'(x) in interiorul 
său; 3) nu este liniară, atunci în intervalul (a, b) există cel puţin 
un punct c, astfel încît 

! fais 1709-4244) | 
JO b-a D Г 

Să se dea interpretarea geometrică a acestui fapt. 

1265. Să se demonstreze că dacă: 1) funcţia f(x) este de 
două ori derivabilă în intervalul (а, b) si 2) f'(a)— f'(b) —0, atunci 
în intervalul (a, b) există cel puţin un punct c astfel ca 


4 
fate) |. |f @Ф)—/ (а). 

"© |®-з1/®—/а) 

1267. Un automobil care porneşte dintr-un anumit punct 
initial, termină drumul său în £ s, parcurgind o distanță de s m. 
Să se demonstreze că la un moment dat valoarea absolută a 
accelerației mişcării automobilului a fost de cel puţin 


45 о 
y m/s. 


UV 
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8 7. Creşterea si descreşterea unei funcţii. Inegalitáti 


1°. Creşterea şi descreșterea unei funcții. Vom spune cá 
funcția f(x) este crescătoare (descrescătoare) pe segmentul [a, b] dacă 


f(x) > f(x) pentru аах,« х6 
(sau respectiv f(x») < f(x.) pentru ax, xs b). 
Dacă funcția derivabilă f (x) este crescătoare (descrescătoare) pe segmen- 
tul [a, b], atunci 
Р(х) ® 0 pentru azxzb (sau f(x) £0 pentru azx«b). 


2°. Criteriul suficient pentru recunoaşterea creşterii 
(descresterii) unei funcții. Dacă funcția f(x) este continuă pe 
segmentul [a, 0] si are în interiorul acestui segment derivata f'(x) pozitivă 
(negativă), funcția f (x) este crescătoare (descrescătoare) pe [a, b]. 

Să se determine porțiunile de monotonie strictă (creştere sau 
descreştere) ale următoarelor funcţii: 
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1282. Să se demonstreze că funcţia raţională 


ау+аүх+... +a, x" 


К) e ——— 
Бох. 0 x" 


este monotonă (in sens scrict!) in intervalele (—, — хо) şi 
(хо, +), unde x; este un număr pozitiv suficient de mare. 

1283. Derivata unei funcţii monotone este oare neapărat 
monotonă ? 

Să se studieze exemplul: f(x)=x-+sin x. 

1284. Să se demonstreze că dacă ф(х) este o funcție deriva- 
bilă monoton crescătoare şi 


|f'Q)| e e(x) pentru x> Xo 
atunci 


! 1268. у--2--х--х2, 1272. у--х--яїйх. = 2 t эы б. 

| 1269. у= 3х—х3, 1273. y=x+|sin 2x]. ^ 170)--700) 29 0) — (хо) pentru х>% 

| 1270. у= 2х. 1274. у--сов 5- 54 se dea interpretarea geometricá a acestui fapt. 

n 2 ын d х 1285. Sá presupunem că funcţia f(x) este continuă in inter- 
x m valul aZ x---co si in plus f'(x) 20 pentru x 7 a, unde К 

| 1271. y= zj (20. мал. este o constantă. 

|. 1276. у=х"е-* (п> 0, х0). Să se demonstreze că dacă / (а) < 0, ecuaţia f(x)=0 are о 

| 1277. y=x?—ln х2. rădăcină reală în intervalul 


Q a4 10). 


ues 


1278. £e) -x( [5 +з пх), dacă x >0 si £(0)=0. 

1279. Să se demonstreze că mărind numărul laturilor unui 
poligon regulat cu л laturi înscris într-un cerc, perimetrul sáu, p, 
creşte pe cînd perimetrul P, al poligonului cu n laturi circumscris 
aceluiaşi cerc descreşte. Folosind aceasta, să se demonstreze că 
p, Şi P, au o limită comună pentru п со. 

1280. Să se demonstreze că funcţia 


ied 


este crescătoare in intervalele (— co, —1) si (0, 4- c»). 
.1281. Să se demonstreze cá functia rațională întreagă 


P (x)—ag4- aix. ..4- a, x" 


este monotonă (in sens strict!) în intervalele (— оо, —x9) si 
(хо, +œ), unde хо este un număr pozitiv suficient de mare. 


= 


es 


1286. Vom spune că funcţia f(x) este crescătoare în punc- 
tul xy, dacă într-o anumită vecinătate (x—xo) < 2 semnul creşterii 
funcţiei Af (xy) —/ (x) —/ (xo) coincide cu semnul creşterii variabilei 
Axo— X —Xp. 

Să se demonstreze cá dacă funcţia f(x) (a<x<b) este cres- 
cătoare în fiecare punct al unui interval (a, D) finit sau infinit, ea 
este crescătoare în acest interval. 

1287. Să se arate că funcţia 


а 9 5 
f(x)-x-x?sin--, dacă x#0 si f(0)=0, 
este crescătoare in punctul х--0, dar nu este crescătoare in nici 
un interval (—s, s), care confine acest punct, unde 0 este un 
număr arbitrar de mic. 
Să se schiteze graficul funcției. 


———— PÉREo- 
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i 1288. Să se demonstreze teorema: dacă 1) funcțiile (x) si 
Xx) sint de n ori derivabile; 2) $9 (x5) 209 (ху) (e 0, 14,21); 
3), o (x) > v? (x) pentru хо»хо, atunci are loc inegalitatea 


: v(X)w(x) pentru X2Xg. 
1289. Să se demonstreze următoarele inegalităţi : 
a) ex>l+x pentru x0; 


re 


17 х 5 «In(1-x)«x. pentru x >Q; 


c) x— E csinx«x pentru xzz0; 
d) tg x>x+ = pentru 0<х< SF 


1 A 
е) (х54-у5) 52» (xP--y5)8 pentru x20, y>0 si 0a. 
чз 


Să se dea interpretarca geometrică a inegalităţilor a)— e). 
1290. Să se demonstreze inegalitatea 


2 E x 
—X«sinx«x pentru 0-х- XE 


1291. Sá se demonstreze cà pentru х`>0 are loc inegalitatea 


1 үх ( 1 + 
(1+5) «а 21^. 

1292. Sà presupunem cà o progresie aritmetică si o progresie 
geometrică au acelaşi număr de termeni, că primii şi ultimii termeni 
coincid respectiv şi că în plus toţi termenii celor două progresii 
sînt pozitivi. Să se demonstreze că suma termenilor progresiei 
aritmetice este mai mare decît suma termenilor progresiei geometrice, 

1293. Plecind de la inegalitatea 


n 
Хөхөө, 
unde х, ад, b, (k—1,...,n) Sint reali, sá se demonstreze inegali- 
tatea lui Cauchy- Buniakovski 
n 


2 n 
(© a,b) <a. Y 


К=1 
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1294. Să se demonstreze cá media aritmetică a unor numere 
pozitive este cel mult egală cu media pătratică a aceloraşi numere, 


adică 
n n 
1 1 2 
— х2 — х 
п m к Nn £4 


1295. Să se demonstreze că media geometrică a unor numere 
pozitive este cel mult egală cu media aritmetică a aceloraşi numere, 
adică 


Va aa Ga x3... x,). 


Indicatie. Se va aplica metoda inductiei complete. 
1296. Numim medie de ordinul s a două numere pozitive a 
şi b, funcţia definită de egalitatea 


А, (а, 5) |25), dacă зай, 
A, (0, b)= lim А, (а, b). 


In particular, obţinem: pentru 8--4 media armonică ; 
pentru s=0 media geometrică (să se demonstreze !); pentru s—1 
media aritmetică ; pentru s—2 media pătratică. 

454 se demonstreze că: 
31) min (a, b) Z å, (а, b) 2 max (a, b); 
| 2) funcția А, (а, Б) pentru a 5 este funcţie crescătoare de 
variabila s; ` 
3) lim A; (a, b)=min(a, b); 
s> +оо 


lim А, (а, b)=max (a, b). 
s>+o 
. Indicatie, Se consideră 
d 
as [n A; (a, 0) 


1297. Fie f(x) (—co<x< + оо) o funcție de două ori deriva- 
bilă şi 


M= o sp 17001 «o 
-о<х<+%о 


(k—0, 1, 2). 


— — 
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a N 


Să se demonstreze inegalitatea 
Mi 22М,М,. 
Indicatie. Se consideră funcția 
F (x) 2/*(x)—2M, f (x). 


8 8. Concavitatea unei curbe. Puncte de inflexiune 


1°. Condiţii suficiente pentru recunoașterea сопса- 
vitátii. Zicem cà graficul unei funcții derivabile y=f(x) este concav in sus 
(concav în jos) pe segmentul [a, b], dacă arcul de curbă 


y=f(x) (azxzb) 


este situat deasupra (respectiv dedesubtul) tangentei dusă într-un punct oare- 
care al lui. Condiţia suficientă pentru ca o curbă să aibă concavitatea în sus 
(în jos), în ipoteza că există derivata de ordinul al doilea f" (x), este dată de 
inegalitatea 

f'(x)»50 (f"(x)«0) pentru a<x<b. , 

2. Condiţia suficientá pentru a avea un punct de 
inflexiune. Punctele în care se schimbă orientarea concavitátii graficului 
funcției se numesc puncte de inflexiune. Punctul хо, in care f" (ху) =0 sau 
Ў" (хо) nu este definită, este un punct de intlexiune dacă f"(x) îşi schimbă 
semnul trecînd prin punctul хо. 


1298. Să se studieze orientarea concavitátii curbei 


у-1-х 
în punctele A(—1, 0), B(1, 2) si C(0, 0). 
Să se determine punctele de inflexiune ale graficelor funcţiilor 
de mai jos, punind in evidenţă porțiunile pentru care concavitatea 
are aceeagi orientare: 


1299. у--3х2--33. 1303. y=x+ sin x. 


1300. у= жуут (420). 1304. y—e-*. 
5 1305. y—1In(1-2-x?). 

+ 1301. y=x+ x". 1306. y=x sin(Inx) (x>0). 
1302. у--1--х2. 1307. у=х* (x>0). 
1308. Să se arate că curba 

у- xu 


are trei puncte de inflexiune situate pe o aceeaşi dreaptă. 
Să se construiască graficul acestei funcţii. 
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1309. Pentru се valoare a parametrului A are curba din teoria 
probabilităților, 
y= үзгэн (h>0) 
* 
un punct de inflexiune in х= +0? 
1310. Sá se studieze cum este orientatá concavitatea cicloidei 


x—a(t—sint), y=a(l—cost) (820) 
1311. Fie funcţia f(x) de două ori derivabilă în intervalul 
azx<+o, iar: 1) /(a)—A»0; 2) f'(a)«0; 3) F (х)20 


„pentru xa. 


Să se demonstreze cá ecuaţia /(х)--0 are o rădăcină reală şi 
numai una în intervalul (а, -- co). 

1312. Vom spune că funcţia f(x) este convexă în jos (fn sus) 
în intervalul (а, b), dacă pentru orice pereche de puncte x, Si x» 
din acest interval şi pentru orice pereche de numere 2, şi А 
(2,20, 12770, А;+-А= 1) este satisfăcută inegalitatea 


f O42 49x) s (а) А f (о) 
[respectiv inegalitatea inversá 
f O4, 4-395) 23 f (081) +22 f (хэ) 


Să se demonstreze cá: 1) funcţia f(x) este convexă in jos in 
(a, b), dacă f" (х)>0 pentru a<x<b; f(x) este convexă in sus 
in (a, b), dacă f" (x)<0 pentru a<x<b. 
1313. Să se arate că funcţiile 
хп (n1), ех, хіах 
sînt convexe în jos în intervalul (0, + co), iar funcţiile 
х" (0<п<1),1пх 
sînt convexe in sus în intervalul (0, 4- co). 


--1314. Să se demonstreze inegalitátile şi să se dea interpretarea 
lor geometrică: 


a) луу» (РТ (x20, y>0, x#y, n1); 


y IH 
b 206° (x#y); 
c) xin x+y In y»(x4- y) In 327 , dacă x0 si y>0. 
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1315. Să se demonstreze că o funcţie mărginită şi convexă 
este peste tot continuă şi are derivată la stînga şi derivată la dreapta. 


1316. Fie o funcţie f(x) de două ori derivabilă în îintervatul 
(a, b) si 7" (E) 520, unde a£ b. 


Sá se demonstreze cá in intervalul (a, b) există două puncte 
X, Si хә, care se bucură de proprietatea cá 


1069-0204) _ 
E — 2.7 
1317. Să se demonstreze că dacă o funcţie f(x) este de două 
ori derivabilă în intervalul infinit (xo, + со) si 


lim f(x)—-0, lim f(x)=0, 
xoxQ4-0 хэ 0 4 


atunci in intervalul (xy, --со) există cel puţin un punct 8 astfel 
incit /7(0)-40, 


5 9. Ridicarea nedeterminárilor 


Prima regulă a lui l'Hospital [ridicarea nedeterminării de 


0 
forma ol Dacă: 1) îunctiile f(x) si g(x) sint definite si continue într-o 
anumită vecinătate 0.1) a punctului a, a fiind un număr sau simbolul co, si 
ambele funcții tind pentru х-»а către zero: 

lim f(x)= lim g(x)=0; 

xa хэа 
2) derivatele f (x) si g'(x) există în vecinătatea U, a punctului a, exceptind 


poate punctul a însuși, si nu se anulează simultan pentru Хэ ат 3) există limita 
finită sau infinită 
fo 


xoa £' (X) ' 
fo 2 Pf 
m - lim 


lim — = . 
xoag(X) za (х) 


atunci avem: 


1) Prin vecinătatea U, a punctului se întelege mulțimea numerelor x care 
N - 1 
satisfac inegalitzetes: 1) | х-а| <a, dacă a este un număr, si 2) |х| >— dacă 
E 
a este simbolul со. 
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A doua regulă a lui l'Hospital | ridicarea nedeterminării de 
forma 2) Dacá: 1) funcțiile f(x) si g (x) tind către infinit pentru x-»a, 
adicá 7 

lim f (x)= lim g (x) = oo 
xa xa 


a fiind un număr sau simbolul co; 2) derivatele f'(x) şi g'(x) există pentru orice 
x apartinind unei vecinátáti U, a punctului a si fiind diferit de a, iar 


f?(X)-g7(x)g0 pentru xcU, Si хиа: 
3) existá limita tinitá sau infinitá 
QAO) 
lin —— , 
xa g'(x) 
atunci 
lim 69 stimt. 
xoag(X) xoag'(x) 
Ridicarea nedeterminărilor de forma (со, со--со, 1^, 0° etc. se face 


zducind nedeterminările date, prin intermediul” unor calcule algebrice, la ridi- 
carea nedeterminărilor de primele două forme: 


0 со 


T si = 


Să se calculeze valorile următoarelor expresii. 


> 
sin ax ig Xetg x1 
1318. lim aex" 1323. lim P 
Ү -- 
1. Chx—cosx so Vigx—i 
1319. lim -psr Vig EN 
хэд xt 324. lim 2 sin? x—1 
1320. lim x ic 
‚шп 322223 » 
x30X SIX QC D-2()—10 . 
1 -— 7-1325. Iim ums c EE 
1321. lim = ЕШ. 
хэ0 3 Sin 4x—12sin x 1326. li i—cosx? y 
5-0 эх оу хех?" 
1322. lim «x 
х 
эл = i en i 
b. 1327. gu nae nan 
x40 T 


10 — Culegere de probleme si exercitii de anaiiză matematică 
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: KH мн X ЭЭР х\/ к Р 1 1 
| i V £ ah: x. x T EERE —S 5 
y K 1328. іт = (\ ea Vo aretg 3). 1357 lim | noa VIF шан | e 
ах asi SQQ xt 4,3. 
/ T Ё - S Ё 0). 
/ 1329, lim—7,—- (420), 1358. imag (0 4 i35, inja F- 
1330. іт) А 1333. lim 208 Sin —cosx , быра ps m 
xii ЭРЭЭ ш x 41359. lim E 1365. lim [2 arecosx)” - 
1 1331. lim indian 1 штээ E ss 
| "0ш Sin ba) 1334. lim jazz): |. 1880. lim LERTE ад, ine 
| 1332 im P (cos ax) ) х 1366. lim (557) ` 
| "ep ÎN (cos DX)” 1361. im (2 аав х) 4 1367. їш-. 2 83 А 
| 71335. lim 2 Sh (Sh x0 —ar sh (sin x) á 1362, lim (thx. хад Vicha—Vchx 
H = sh x—sin x $ x> +o 1368. 1 pa 
! 1 . lin| —— . 
| unde arsh x—lIn (x-- TFX. ` —1363 lim (ss F, pnt ? 
H lnx цох 2 x20 x 
| TESe Шш Ээ. gos 1347. lim (2—x). 22. 
хэ! 


« 1369. lim E CEE EI (IEI j cen]. 
1337. lim 2: (420, 120). 41348. lim (tgx)?*, Pra аа 5 


| WEE" хә® 144. ма. 
| -å 3 i ¥1370. lim " a) *—x s] 
| X1338. lim ©. 1349. lim (ctg х)", re ap 
5 хэд XO? ын ЧЭ 1371. Sá se calculeze 
1339. lim 26-00, 1350. іт (în). lim 2 
x20 x 
51840, lim Inx-In (1 ) eus 
pe w=); 1351. lim = ү dacă curba у= f (x) trece pentru x—>0 prin originea (0, 0) (/(0)=0) 
1341. іт хах (e>0). sol 2Х+1 „|. sub unghiul c. 
x30 im [£x ye eo 1372. Sá se demonstreze cá 
*1342. lim x*.: 1332. lim [єр z] p; 
x20 lim x/99—1, 
1 X 1343, lim x9—i ` * 1353. lim [Z111 E A 1 d 
M co M * ж саз dacă curba y=f(x) trece .pentru x—-+0 prin originea (0, 0) 
1344. lim (x —1). 1 1 (/(0)--0), răminînd pentru 0O<x<e în întregime in interiorul 
хэй! Ё 1354. lim [= 3 jl unghiului ascuţit format de dreptele у= —Kx si y=kx (К о). 
1345. lim х". хэр 3o a 1373. Sá se demonstreze cá dacá functia f(x) are derivata de 
ин шан +1355. lim [uz ordinul al doilea f"(x), atunci 
хэ 
Ix а a —h)— 
` 1346. lim x^^. 1356. lim im (ctg x— л} f () - im £65 EC 7209, 
x31 x h30 
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1374. Să se studieze dacă este posibilă aplicarea regulii lui 
l'Hospital la următoarele exemple: 


di 
2 m. 
шиг К сакл sin х) +e% sin? x 
а) lim — —; c) lim —x ; 
x40 SIX хэфоо (cos x--sin x) 
x—sinx | ROMS ate 
b) lim ; d) lim sint 


xo ХЭЗШХ, ХУГЬ(О fdin cos x)e 


1375. Să se determine limita raportului dintre aria segmentului 
circular, de coardă 5 şi săgeată Л, şi aria triunghiului isoscel 
înscris în acest segment, dacă raza R rámínind fixă arcul segmen- 
tului tinde către zero, Folosind rezultatele obţinute, să se deducă 
formula aproximativă pentru aria segmentului : 


2 
S223 bh. 


S 10. Formula 1ui Taylor 


T. Formula locală a lui Taylor. 1) funcția f (x) este definită 
într-o anumită vecinătate !x—x9|< s a punctului хо; 2) f(x) are în această 


vecinătate derivatele f'(x),..., f "—U(x) pini la ordinul (n—1) inclusiv; 
3) în punctul хо există derivata de ordinul n, f 09 (хо), atunci 


n 


Јо) = У а,(х--хо + 0 (1x—3 ГЭ, () 
20 
unde 
fO) bes 
а= M (k—0, 1,...,n). 
In particular, pentru хо=0 avem: 


n (к) 
о-у I9 ois. 0) 
k=0 
In aceste condiții reprezentarea (1) este unică. 


Din formula locală a lui Taylót (2) obținem următoarele cinci dezvoltări 
importante : 


x2 ХЭ. жй 
I &=1+х+5{+.. erp o (x^). 


2n—1 
LUE n-i X di 
U. sin x=x Zt Л! um o (x^^). 
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x" 
ЭЖ л 214-1 
Ш. cos x 21 хн. „+ (—2) Zar tot ). 
-1 
IV. (1--5)7-1--тх-- LS х2--... 
” т(т—1)...(т—п+1 
шар ХУ ai (RENE) ыш, 


n! 


2 n 
V. мид)... + o 7), 


2 


2°. Formula lui Taylor. Dacă: 1) funcția f (x) este definită pe 
segmentul [a, 5]; 2) f(x) are pe acest segment derivate continue 
Р (х)... f" (x); 3) pentru a<x<b există derivata finită f? (x), atunci 


п—1 


s= EG (9 (at eR.) 


(az xb), 
unde 
рих) fate) алп Coco) 
n d n! 
(restul lui Lagrange), sau 
(n) бав. 
р(х) 000—4) тоу an (осел) 


(n—1)! 
(restul lui Cauchy). 

1376. Să se dezvolte polinomul 
Р(х)-1--3х-4-5х2--2х3 


după puterile pozitive întregi ale binomului х--1. 


Să se scrie dezvoltările după puterile întregi şi pozitive ale 
variabilei x, mergind pînă la termenii de ordinul arătat mai jos, 
pentru următoarele funcții : 


1377. ЕЕ ріпа la termenul x*. Cu ce este egal /% (0)? 


(14-x) 00 
1918, (1— 2х)*0 (1--2х)00 


1379. V ал--х 


1380. /1—2x4x3—4/1—3x4-:x2 pînă la termenul x3. 
1381. e2x—* pînă la termenul х5, 


piná la termenul x?. 


(a>0) pînă la termenul х2, 
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4 x$ | 5 
1382. xd pînă la termenul х“. с) tg xax a pentru |х |20,1; 
rm 
3/sinx3 pînă 13 2 
1383. 5/5іп х ріпа Іа termenul x3, d) ухе S. pentru 02х21. 
1334. Incosx pînă la termenul x$. 2 


1385. sin(sinx) pînă la termenul x3. 


1395. Pentru ce valori ale lui x este valabilă, cu aproximaţie 
1386. tgx pînă la termenul x5. 


de 0,0001, următoarea formulă aproximativă: 


1387. In mx pînă la termenul xô. cosx=1— 2%? 


1388. Să se calculeze primii trei termeni ai dezvoltării func- * Р sii i 
tiei /(5)-|х după puterile întregi si pozitive ale diferenței x—1. ае Sá se aliene еп ајан formulei 1ш Taylor valorile 
1389. Să se dezvolte funcţia f (x)—x*—1 după puterile întregi SpA dvi я 
şi pozitive ale binomului x—1 pînă Ја termenul (x—1)? inclusiv, а) 1/30; d) Ve; - g) arctg 0,8: 
1390. Să se aproximeze în vecinătatea punctului x=0 funcția 


x . b) 3/250; e) sin 18*; h) arcsin 0,45 ; 
у=а ch--(a-0) printr-o parabolă de gradul al doilea. 12 
Ч цана o 191000: | fin12; D ал) 
1391. Să se dezvolte funcţia /(x)— V 1-Ex2—x (x> 0) după ' i 
as - Хүй гн үз - ; i sá lueze eroarea făcută. 
terile int t le f = Ед 1 — $i să se eva 
puterile in resi şi pozitive ai ractiei x pînă la termenul as inclusiv, 48071. ЧУ ын еее " | 
1392. Să se găsească dezvoltarea funcţiei А) = (x+h) а) e cu 9 zecimale exacte; d) 5 cu 4 zecimale exacte: 
(5230) după puterile întregi si pozitive ale creşterii ^ pînă la ter- mon : сай БУЕ ажин: 
menul in A" (n fiind un număr natural). b) sin 1° cu 8 zecimale exacte; е) lg11 cu 5 тер 
1393. Fie c) cos 9* cu 5 zecimale exacte; Щщ 
f GER) f QE RP (ху+...+ Ж P cin) 1 Folosind dezvoltările I—V, să se calculeze următoarele limite : 
= ГЭ 
{аг +) : E 
(0<6<1), iar F+ (х)я20. 1398. lim 9*5 Ра p 
Să se demonstreze cà 2 хэд 
lim 8 1399. li e sin x—x (1--x). 
im 9— 4 ‚ Тип = ~ 
Per] ni x20 E 


“3 
71400. lim х (|х--1--1х-41--2х). 


Xeo 


1401. lim (V9 F x5— 38 — x9. 


хэ-ро 


1394. Să se evalueze eroarea absolută a formulelor aproxi- 
mative: 


a) “a~l +x + d be pentru Ozxzl; 


1402. lim (se ijé-(en] 


r xà 1. 
b) sinx ex ——— pentru |х|. 55 дэ. 
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1403. lim 


x20 


1404. lim [zi [ 1 1]. 


хэс 


ах-ьаг 
x? 


(40). 


1405. lim (i- 1). 1406. lim (x — вх). 


1 
x90; (X sinx x90 X1 
Să se determine partea principală de forma Cx" (C este con- 
Stant) a infinitilor mici y pentru х-»0, dacă: 
1407. y=tg (sin x)—sin (tg x). 
1408. у= (1--x)"—1. 


1 
(1+х)* 
AUR. Р 


1409. у=1— 


1410. Pentru ce valori ale coeficienţilor a si b mărimea 
x—(a+b cos x) sin x 
este un infinit mic de ordinul cinci in raport cu x? 


1411. Considerind că |x| este o mărime mică, să se deducă 
formule aproximative simple pentru următoarele expresii.: 


14.24... А A x үт 
п үй (29 951-018/ | 
crx 31-х, In2 
5) VES- NI uer 710 
"(1+ т) 


1412. Considerind x mic in valoare absolută, să se deducă 
formula 


x—asinx--ftgx 
cu aproximatia pînă la termenii care încep cu х5. 
„Să se aplice această formulă pentru rectificarea, cu aproxi- 
maţie, a arcelor de deschidere mică. 
1413. Să se evalueze eroarea relativă pe care o introduce ur- 
mătoarea regulă a lui Cebígev: arcul de cerc este aproximativ 
egal cu suma celor două laturi egale ale triunghiului isoscel, avînd 


drept bază coarda acestui arc şi înălțimea egală cu ПЕ din sá- 
geata sa. 3 
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5 11, Extremumul unei funcții. 
Valorile maxime si minime ale unei funcții 


1°. Condiţia necesară de existentá a unui extremum. 
Se spune că funcţia f(x) are în punctul xy un extremum (maxim sau minim) 
dacă funcția este definită într-o vecinătate bilaterală a punctului хо si dacă 
pentru toate punctele x ale unui anumit domeniu 0< | x—xy! < 3 este satis- 


făcută inegalitatea 
f(x) < (хо) sau f(x) > (хо). 


Intr-un punct în care avem un extremum, derivata f' (xy) =0, dacă aceasta 
existá. 

2. Condiţiile suficiente pentru ca într-un punct dat 
să existe un extremum. Prima regulă. Dacă: 1) funcția f(x) este 
definită şi continuă într-o anumită vecinătate | х—хо|<8 a punctului x, astfel 
încît f' (хо) 20 sau nu există (punct critic); 2) f (x) are derivata finită f'(x) 
în domeniul 0 < | x—xg| < 8; 3) derivata f'(x) păstrează un anumit semn la 
stînga lui хо si la dreapta lui хо, atunci comportarea funcției f (х) este carac- 
terizatá de următoarea tabelă : 


Semnul derivatei 


IV nu există extremum 


| Concluzia 
| хєхє | aS% 
1 + + nu există extremum 
П + - maxim 
Iit - + minim 


A doua regulă. Dacă funcţia f (x) are o derivată de ordinul al doilea 
f" (x) şi într-un anumit punct x sînt satisfăcute condițiile 


Р 0) =0 si 7" (х0) 7 0, 
atunci funcția f(x) аге in acest punct un extremum şi aunme: un maxim dacă 
f" (xo)<0 si un minim dacă f" (х0)2>0. titi a ис 
A treia Tegulă. Să presupunem cá funcția f (x) are într-un anumit inter- 
val |x—x9|<3 derivatele f'(x),..., fex), iar în punctul хо are derivata 
fO (xy), si că R 
79 (хо)=0 (k=1;... n1), f? (хо) £0. 


In cazul acesta: 1) dacă n este.un număr par, funcția f(x) are în punctul ху 
un extremum, si anume: un maxim pentru f? (x) «0 si un minim pentru 
f? (хо)>0; 2) dacă n este un număr impar, atunci functia f(x) nu are ex- 
tremum în punctul xg. 
3°. Extremumul absolut. O funcție continuă f(x) își atinge 
- oarea maximă (minimă) pe segmentul [a, b] sau într-un punct critic al 
сон! funcții (adică acolo unde, sau derivata f'(x) este nulă, sau nu există), 
zı în punctele de frontieră a si b ale segmentului dat. 


г 
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Să se studieze valorile maxime şi minime ale următoarelor 
funcţii : 

1414. y -24-x—x?. 

1416. у= (x—1)*. 

1417. у= х" (1—х)" (m si n sînt numere întregi si pozitive), 

1418. y -cos x -ch x. 

1419. y—(x 4- Die, 


1420. y (vex | 5 T. x e™ (n este un număr natural). 
1421. y=|x|. 
1 


* 3 
1415. у=(х—1). 


2 
1422. у=х?(1—х)?. 
1423.:Sà se studieze valoarea extremă a funcției 


f (x)= — хо)" (х) 


în punctul х= хо (n fiind un număr natural), unde funcţia « (х) este 
continuă pentru x—xg şi q (xo) Æ 0. 
" _ Р(х) rey PO) e А 
1424. Fie f (х) = Tw? f'(x) 020) $i xy un punct staționar 
al funcției f(x), adică P,(x9)=0, Q (ху) 0. 
Sá se demonstreze cá 


sgn f" (хо) —sgn Pi (ху). 


1425. Putem afirma oare că dacă funcţia f(x) are un maxim 
în punctul хо, atunci într-o vecinătate oarecare suficient de mică a 
acestui punct funcţia f(x) creşte la stînga lui хо si descreste la 
dreapta sa? 


Să se studieze exemplul: 


f£ (9-2 [2-sn 1): dacă хэ 0 şi /(0)—2. 


1426. Sá se demonstreze că funcţia 
l 
Т(х)-е *, dacă x0 si /(0)-0, 
are în punctul x=0 un minim, deşi 
f? (0)—0- (n—1, 2,...). 
Sá se construiască „graficul acestei funcţii. 


p 


| 
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1427. Să se studieze valorile extreme ale funcţiilor: 


1 
a) f()-e (2з 1) реши х20 si /(00)-0: 
й 1 ” 
b) f(x)=e !*! (2+-соз-+) pentru x0 şi /(0)-0. 
Să se construiască graficele acestor funcţii. 
1428. Să se studieze extremumul funcţiei 
109-1х1(2--сов-2)) dacă xz£0 şi /(0)-0, 


în punctul x=0. - 
Să se construiască graficul acestei funcţii. - 
Să se determine valorile extreme ale următoarelor funcții : 


1429. y —x3—6x?--9x —4. 1435. y- 2x02. 
1430. у=2х2—х*., à 1436. у=х V x—1. 
1431. y-x x—1) (х—2). 1437. y—xe7. 
1432. у=х+ 1. 1438. y—l/xin x. 
Ч ! nx 
2x 1439. y= 15. 
1433. у= ix : 
х2-3х-42 1440. у= соѕх+ = cos 2x. 
1434. у= iei " 


1441. y= dis 


1442. у--агс x — EI (14-x?). 

1443. y=e*sin x. 

1444. у--|х|ег!х-1, 

Să se determine valorile maxime şi minime ale următoarelor 

funcţii : 

1445. f(x)=2 

1446. f(x)-x?—4x-4-6 

1447. f(x)-|x?-3x4-2] 
1 

1448. f (x)=x += 


1449. f(x)- 15 — 4x 


pe segmentul [—1; 5]. 
pe segmentul [—3; 10]. 
pe segmentul [—10; 10]. 


pe segmentul [0, 01 ; 100]. 


pe segmentul [—1; 1]. 


г aa 
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Să se determine marginea inferioară (inf) şi marginea supe- 
rioară (sup) a următoarelor funcţii : 


1450. f(x) —xe-901 
1451. f(x)— [iex X эге 


în intervalul (0, + со). 


j€ * în intervalul (0, + co). 


1452. f(x)= DS în intervalul (0, + co). 
1453. f(x)—e-* cos x? 
1454. Să se determine marginea inferioară si marginea supe- 
rioară a funcţiei f(£)= 3 ТВ in intervalul x<Ẹ< + co. 
Sá se construiască graficele funcţiilor 
m(x)— int (t) 
şi хє Со Ч 


М (х)= sup fË). 
хаЁС--о 


1455. Să se determine termenul maxim al şirului : 


a) 57 (n—1,2,...); 


Yn 
b) 210000 (п=1, 2,...); 


с) л  (n—12,.... 
1456. Să se demonstreze inegalitàfile : 
a) |3х--х3| 22 pentru |х|222: 


b) ge cx -x x).z1, dacă 02х21 şi p»1; 


т"п" 


€) x" (a—x)" zz ——— — 
inii. уа (m ny" tn 


ат+п pentru m0, 
n»0 si 0zxza; 


(x20, a0, 171); 


d) ЭЭГ LV аха 
^n 


2 
е) Jasinx--5 cosx | 22-65, 


1457. Să se determine „abaterea de la zero“ a ройпотийй 
P (x)—x (x—1Y (x4-2). 


inintervalul (— co, 4- co). | 
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d 


pe segmentul [—2, 1], adică să se găsească 
Ege айр IPW] 
1458. Pentru ce valoare a coeficientului q se abate polinomui 
Р (x)-x?--g 
cel mai puţin de la zero, pe segmentul [—1, 1], adică 
Ер= Gm. | P (x) |= min. 
1459. Numim abatere absolută a două funcţii f(x) si g(x) 
pe segmentul [a, б] numărul 
8- вир 1101-2091 


Să se determine abaterea absolută a funcţiilor 
Т()-х2 şi g()-x 
pe segmentul [0, 1]. 
1460. Să se înlocuiască pe segmentul [x,, x2] funcția 


гб) 


(х) = 0 4-x;) x 4-5, 


astfel încît abaterea absolută a funcţiilor f(x) şi g(x) (v. pro- 
blema precedentă) să fie minimă şi să se afle această abatere 
absolută minimă. 


1461. Să se determine minimul funcţiei 
Т7(х)--тах(21х|, |1+x]} 


Să se determine numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei si să 

se separe aceste rădăcini dacă: 
- 1462. x3—6x2+9x—10=0. 
1463. x3—3x?—9x 4- h—0. 


prin funcţia liniară 


1464. 3x1—4x3— 6x?-- 12x—20=0. 

1465. x5—5x—a. 

1466. Іп х= кх. 80-08831! м 1 
1467. e—ax?  (a>0). 94 


CX шир 
1468. зіп х-соѕзх=а pentru Oz xz. Mia 


м. 
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1469. chx=kx. 
1470. In ce condiţii are ecuaţia 


x34 +рх+9=0. 


а) o rădăcină reală ; b) trei rădăcini reale, Sá se reprezinte dome- 
niile respective in planul (р, 9). 


5 12. Construcţia graficelor funcțiilor cu ajutorul 
punctelor lor caracteristice 


Pentru construirea graficului unei funcții y=f(x) este necesar: 1) să se 
determine domeniul de existență al acestei funcții şi să se studieze compor- 
tarea funcției în punctele frontieră ale acestui domeniu; 2) să se vadă dacă 
graficul funcției prezintă vreo simetrie sau dacă funcția este periodică :. 3) să 
se afle punctele de discontinuitate ale funcției și intervalele unde funcția este 
continuă ; 4) să se determine zerourile funcției și domeniile în care funcția 
păstrează un semn constant; 5) să se determine punctele în care funcția devine 
maximă sau minimă şi porțiunile de creștere si de descrestere ale funcției; 
6) să se afle punctele de inflexiune şi să se stabilească porțiunile în care 
graficul funcției este concav în sus. sau în jos; 7) să se afle asimptotele dacă 
acestea există; 8) să se indice diferitele particularități ale graficului. 

In problemele marcate cu o stelutà, punctele de inflexiune se vor deter- 
mina cu aproximație. 


Sá se construiască graficele următoarelor funcții : 


1471. у--3х--33. 1479. y= LEX 
1472, y=1+x?— Ї D 
1413. y= вога), шин УГ qoe 
—х? 
1474*. у= үүх 1481. pe ЕЕ 
х2-1 xs 
1475% Y7 аве" 1482*. y= ++. 
1476*. у= ——À —;, 1 10 , 1 
4 а-да—хў M83. у= 33x за ерге” 
1477. a no 1484. y—(x—3) lx. 
Ый, y (з= f. Y 1485. у= + |/8:2 —x*. 


31486. у= x l(x—1) x—2) (x —3). 
1487*. у--4/х3--х2--х--1. 
1488. у= V xi — V x31, 


IS 


n 


1489. y- (x42) — 


~ 1519. Еч i ыг . 


CONSTRUCŢIA GRAFICELOR FUNCŢIILOR 159 


2 


2 
1490. у--(х--1) -(x—1)*. 


x 
1491. y- у 
| = 
un pai, 7 


5 


1493, y= EL, 


Yx 
1494. y-1—c | 


3 " 
1495. у= V E 
м6". y= || ++. 
1497. y—sin х 4-cos? x. 


E 
33x" 


1498. у= (74-2 cos х) sin x. 


1499. y—sinx + 4 sin 3x. 


1500. y=cosx— 4 cos 2x. 


581. y=sint x 4- cos? x. 4 
1502, y—sin xesin Зх, 
1503. у= —"®—. 
sin (x 3) 
> 1504. у= 5. 


cos 2х 
1505. у= 2х—15 х. 
1506. у--ед- v 
1507. у--(1--32) e-*. 
= 1508. y-x-- et 
1509. y=x" e^. 
1510. 
—— 1511. у= Vi—e-. V 
1512. у= ==, 


— 1513. y-In(x- Vii). 7 


1514. у= Vx? 1-In cc Vx? 1). v 


arcsin x 
———e 


1515. y= nca 
1516. y —x--arctg x. 


1517. y— 3 -Farccetg x. 
1518. y=x ша? 


1- V 
1520. угсагссов 15 


1 
1521. y-(x-2)e*. 
1522, y- 2 i-e, 9 


dos DES х2—3х+2, 
p 1523*. y—In—311 


1524. y— a arcsin 7- —Ya—x? (a0) 


i 1— 
1525. у Niue ix . 
1526. y—-x' 
1527. у—х*. 


l P 
1528. y=(1+x)*./ 


1529*. y-x(te zl (х0). 


UR 
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1--х 
1530". у= Tis (fárá a recurge la derivata a doua). 


Să se construiască curbele date sub formă parametrică : 


1531. х= СЫ, „б 
4 кае: шы 
1532. х=21—Р, у=%—В. 
— t 
1533. x= ЕТ’ у= ог 
"E. 1 
1534. х= ТШЕ? у= TIE: 
1535. x —t--e-t, y-2t-- e^t, * 
1536. x—a cos 24, y—acos3t (a0) 
1537. x=costf, y-sin*f. 
1538. x—t Int, pat, 
f 
a 
1539. x= 57 y—atg?t (a>0). 
1540. x—a (sht—t), y—a(chí—1) (a0) 


, Aducind ecuaţiile curbelor la forma parametrică, să se con- 
struiască aceste curbe, dacă: 


„154. x?4y3—3axy—0  (a70). 

Indicafie. Se va pune y=tx. 

1542. x?-- y?— x*4- y4, 

1543, х2у2--х3--у3, 

1544. x'—y*. (x0, y>0). 

1545. Să se construiască graficul funcţiei 
ch?x—ch? y— 1. 


Să se construiască graficele funcţiilor date în sistemul de 
coordonate polare (p, г) (rz.0): 


| 
| 


PROBLEME DE MAXIM ŞI 


1546. r-a--bcose (0<а < 
1547. r=asin Зр (a>0). 


1548. г----2 (а>0). 


Y cos 3% 


1549", г-а , 


521 unde 


>l 


1550*. созФ- 1. 
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b). 


(a0). 


Să se construiască graficele familiilor de curbe (a fiind un 


parametru variabil) : 
1551. у=х2—2х+а. 
а? 
1552. у=х+ ze 


1553. y=x+ Va (1 =. 


1554. y= -5 ee, 


„91% 


1555. y=xe 


8 13. Probleme de maxim si minim la funcţii 


1556. Să se demonstreze cá dacă funcţia f(x) nu este nega- 


tivă, funcţia 


F (x) - Cf? (x) 


(C0) 


are aceleaşi puncte de maxim şi minim ca şi funcţia f(x). 


1557. Sá se demonstreze că dacă funcţia ф(х) este monoton 
, funcțiile 


crescătoare pentru —x<x<-+ co 


f(x) si 


eU (x) 


au aceleaşi puncte de maxim şi minim. 


1558. Să se determine valoarea maximă a produsului dintre 
două numere pozitive ridicate respectiv la puterea m şi n(m>0, 


n>0), a căror sumă este constantă şi egală cu а. 


1559. Să se determine valoarea minimă a sumei dintre două 
numere pozitive ridicate respectiv la puterea m şi n (т`>0, 20), 


al căror produs -este constant şi egal cu a. 


ritmul lor? 


1560. In ce sistem de logaritmi există numere egale си loga- 


11 — Culegere de probleme şi exercitii de analiză matematică 


4 
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1551. Dintre toate dreptunghiurile de arie dată S să se deter- 
mine acel dreptunghi al cărui perimetru are lungimea minimă. 

1562. Să se determine triunghiul dreptunghic de arie maximă 
dacă suma dintre o catetă şi ipotenuză este constantă. 

1563. Pentru ce dimensiuni liniare va avea un vas cilindric 
închis, de capacitatea dată V, aria totală minimă? 

1564. Intr-un segment circular dat, care nu depăşeşte semi- 


cerc! se înscrie un dreptunghi de arie maximă. 
(569 Să se înscrie în elipsa 
сн y 21 
ту 
un dreptunghi avînd laturile paralele cu axele elipsei si de 


arie maximă. 

1566. Sá se înscrie într-un triunghi de bază b şi înălțime Л, 
un dreptunghi de perimetru maxim. 

Să se discute posibilitatea rezolvării acestei probleme. 

1567. Dintr-un buştean cilindric de diametru d se ciopleşte o 
grindă de secţiune dreptunghiulară, avînd baza b şi înălţimea Л. 
Pentru ce dimensiuni va avea grinda rezistență maximă dacă rezi- 
Stenta ei este proporţională cu 0/2? 

1568. Să se înscrie în emisfera de rază R un paralelipiped 
dreptunghic cu baza un pătrat, de volum maxim. 

1569. Să se înscrie in sfera de rază Ё un cilindru de volum 
maxim. 

1570. Să se înscrie în sfera de rază R un cilindru cu aria 
totală maximă. 

1571. Sá se circumscrie unei sfere date un con de volum 
minim. 

1572. Să se determine volumul maxim al conului de genera- 
toarea dată 1. 

1573. Să se înscrie într-un con circular drept, avînd raza 
bazei № şi secţiunea axială 20, un cilindru de arie totală maximă. 

1574. Să se determine distanţa minimă dintre punctul M (p, p) 
şi parabola y2=2px. 

1575. Să se determine distanța minimă şi distanța maximă 
dintre punctul A(2, 0) şi cercul x?2-y?— 1. 


1576. Să se găsească coarda maximă a elipsei 7; 


: 4E - 
(0 ba) care trece prin Tie B(0, —b). 2 
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+= 


tangenta care să formeze cu axele de coordonate un triunghi de 
arie minimă. 

1578. Un corp este format dintr-un cilindru circular drept, 
completat în partea de sus cu o emisferă. Pentru ce dimensiuni 
liniare are acest corp aria totală minimă, în ipoteza că volumul 
lui este egal cu V. 


1579. Secțiunea transversală a unui canal deschis are forma 
unui trapez isoscel. Pentru ce inclinare ọ a laturilor este minim 
„perimetrul umed“ al secțiunii, dacă aria „secțiunii vii“ a apei din 
canal este egală cu S, iar nivelul apei este egal cu Л? 

'1580. Numim „factor de formă“ al unui contur închis care 
mărgineşte aria S, raportul dintre perimetrul acestui contur si lun- 
gimea circumferinței care mărgineşte cercul care are aceeaşi arie S. 

Care este forma trapezului isoscel ABCD (AD || BC), al cărui 
factor de formă este minim dacă baza AD=2a şi unghiul ascuţit 
BAD=a? 

1581. Ce sector trebuie scos din cercul de rază R pentru 
ca din porţiunea rămasă să putem răsuci o pilnie de capacitate 
maximă. 


1582. Uzina A este situată la distanţa de а km de la calea 
ferată, care are direcţia sud-nord şi care trece prin oraşul B. Sub 
ce unghi e faţă de calea ferată trebuie construit drumul de acces 
al uzinei pentru ca transportul încărcăturilor din A în В să fie cel 
mai economic, dacă costul transportului unei tone de încărcătură 
pe distanța de 1 km pe drumul de acces este p ruble, pe calea 
ferată д ruble (род), iar oraşul B este situat cu b km mai la 
nord de A? 

1583. Două vapoare plutesc cu viteze constante и şi v ре 
linii drepte, formînd un unghi $ intre ele. Să se determine distanța 
minimă dintre aceste vapoare dacă la un moment dat distanţele 
lor de la punctul de intersecţie al drumurilor a fost respectiv 
а şi b. 

1584. In punctele A şi B se află surse de lumină de intensi- 
tate respectiv S; şi 5, luminări. Să se găsească pe segmentul 
AB=a punctul M cel mai puţin iluminat. 


1585. Un punct luminos se află pe linia centrelor a două 
sfere de raze R şi г (R7), care nu au puncte comune, fiind situat 


1577. Să se ducă prin punctul M (x, y) al elipsei 7; 
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în exteriorul acestor sfere. Pentru ce poziţie a punctului este 
maximă suma părţilor iluminate din suprafețele sferelor? 

1586. La ce înălțime deasupra centrului unei mese circulare 
de rază a trebuie atirnată o lampă electrică, pentru ca iluminarea 
marginii mesei să fie maximă ? 

Indicatie. luminarea se exprimă prin formula: 


sin 
Izk, 
T 


unde ọ este unghiul de înclinare al razei, г este distanța sursei de lumină 
pînă la elementul de suprafață iluminat, k este intensitatea sursei de lumină. 


1587. Dintr-un rîu de lăţime a m porneşte un canal de lăţime b т, 
formînd un unghi drept cu гіш. Care este lungimea maximă a unui 
vas care poate intra în acest canal? 

1588. Cheltuelile diurne pentru plutirea unei nave se compun 
din două părți: una constantă, egală cu а ruble, şi una variabilă, 
care creşte proporțional cu cubul vitezei. Pentru ce viteză v plu- 
tirea navei este cea mai economică ? 

1589. O sarcină de greutate P aşezată pe o suprafaţă ori- 
zontală rugoasă trebuie deplasată din loc aplicînd o forță. Pentru 
ce înclinare a acestei forțe, față de suprafața orizontală, este mă- 
rimea ei minimă, dacă coeficientul de irecare al sarcinii este 
egal cu k? 

1590. Intr-o cuşcă avînd forma unei emisfere de rază a a fost 
introdusă o bară de lungime [>2a. Să se determine poziția de 
echilibru a barei. 


§ 14. Contactul curbelor. Cerc de curbură. Evolută 


1°. Contactul de ordinul л, Se spune că curbele 
у=Фф(х) si у=%(Х) 


au în punctul xg un contact de ordinul n (în sens strict), dacă gl (хе) = 
=ф® (хо) (8-0, 1,..., n) si gU Dg aeg (ху). In acest caz, avem pen- 
tru XX 


сбх) (x) =0 (x ^P. 
2*. Cercul de curbură. Cercul 


(x-a = Р, 
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care are cu curba dată y=f(x) cel puțin un contact de ordinul al doi 
ЁД oilea, 
numeste cerc de curburà in punctul dat. Raza acestui cerc вэ 


se numește rază de curbură, iar mărimea k= We curbură. 

3*. Evolută. Locul geometri i 
(бий ша i geometric al centrelor cercurilor de curbură (Е, т) 

уу?) 1+y2 
= , дарф = 

y y 
se numeşte evoluta (desfdgurata) curbei date у= (x). 

1591. Să se determine parametrii k si b ai dreptei 


y=kx+b, 
astfel încît ea să aibă cu curba 


эх 


у= х3—3х2--2 
un contact de ordin mai таге decit al doilea. 


Sis 1592. Pentru ce valoare a coeficienţilor a, b si c are para- 


y-ax?--bx--c 
un contact de ordinul al doilea cu curba y=e* in punctul x—x ? 
1593. Care este, in punctul x—0, ordinul i 
ora e p 3 de contact al ахе! 


а) y—1—cosx; b) y=tgx—sinx; c) y-e-(ix +3) à 


1594. Sá se demonstreze cá curba у-- e” pentru x#0şi y=0 


pentru x=0 are în punctul x=0 un co in infini 
ni A ntact de ordin infinit cu 


1595. Sá i i S ă i 
ны 95. Să se determine raza si centrul de curbură al hiper- 


ху=1 
in punctele: а) M(1; 1); b) N(100; 0,01). 
Să se calculeze razele de curbură ale următoarelor cube: 
1596. Parabola y?—2px. 


1597. Elisa, +% —1. 
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1598. Hiperbola iE =]. 
2 2 22 


1599, Astroida x? -- y? —a?. 

1600. Elipsa x=acosf, y—b sint. 

1601. Cicloida x—a (£—sin£), y=a (1—с05 2). 

1602. Evolventa cercului х= a (cos f--£ sin f), y=a (sin f— cost), 

1603. Sà se demonstreze cá raza de curburá a curbei de gra- 
dul al doilea 


y*-2px—gx* 


este proportionalá cu cubul segmentului normalei. 

1604. Să se scrie formula razei de curburáa unei curbe date 
în coordonate polare. 

Să se calculeze razele de curbură ale următoarelor curbe” scrise 
în coordonate polare: 

1605. Spirala lui Arhimede r—a $. 

1606. Spirala logaritmică r—ae"*. 

1607. Cardioida r=a(1+cosș). 

1608. Lemniscata r?— a? cos 2. 

1609. Să se determine pe curba y--Inx punctul in care 
curbura este maximă. 

1610. Se cere să se asigure trecerea lină de pe dreapta y=0 
(о <х 2:0) pe cercul de rază R=1 000 m cu ajutorul parabolei 
cubice y= E in aşa fel, încît curbura acestei curbe de trecere 
să crească monoton de la 0 la 0,001. Pe ce porţiune minimă (0, xo] 
se poate face aceasta ? 

Ce ecuaţii are: 

1611. Evoluta parabolei y?— 2px. 


1612. Evoluta elipsei D E e 5 


1613. Evoluta astroidei zy =а°. 
1614. Evoluta tractricei 

a ind T үу, 
1615. Evoluta spiralei logaritmice r— ae". 
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E ————— 


1616. Să se demonstreze că evoluta cicloidei 
x—a(t—sint), у-а(1--со81) 
este tot o ciclotdá, care diferă de cicloida dată numai prin po- 
zitia ei. 
$ 15. Rezolvarea aproximativă a ecuațiilor 

1°. Metoda părților proporționale (metoda coardelor). 

Dacă funcția f (x) este continuă pe segmentul [a, 5] si 
f (a) f (6)«0, 
iar /'(х)520 pentru a« x « b, ecuația 
f (x)z0. (1) 


are o rădăcină reală = si numai una în intervalul (a, b). Drept primă aproxi- 
mafie a acestei rádácini se poate lua valoarea 


xar», 


fa) 
= == (0-0) 
BEI 
Aplicind mai departe această metodă aceluia din intervalele (a, xj) sau 
(a b) pentru care funcția / (х) are semne diferite la extremitățile sale, obti- 
nem a doua aproximaţie x; a rădăcinii z etc. Pentru evaluarea aproximatiei de 
crdinul n a lui x, avem formula 


unde 


me fum! (2 
lg sie —m 2) 
unde m= inf ^: f'(x)|, iar 
acxcb 
lim Хү 
noo 


2.Metodalui Newton(metoda tangentelor). Dacă /"'(х)520 
pe segmentul [a, b] si f (а) f"(a)>0, putem lua drept primă aproximație z, a 
rădăcinii = a ecuației (1) valoarea 
(a) 
51=4— Ee. таш 
f» 

Repetind această metodă obținem un sir de аргохїтай 8, (п=1, 2,...) 
care tind rapid către rădăcina =, a căror precizie se evaluează cu ajutorul 
formulei (2). 

Pentru o orientare aproximativă este util să schitám graficul funcției 


y-fQ). 
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Folosind metoda părţilor proporţionale, să se determine си 
3 zecimale exacte rădăcinile următoarelor ecuaţii: 

1617. x3—6x--2—0. 1619. x—0,1 sin x —2. 

1618. x!—x—1=0. 1620. cos x—x?. 

Folosind metoda lui Newton, sá se determine, cu aproximatia 
indicatá, rádácinile urmátoarelor ecuatii: ym 
Ё 
1621. x? + i = 10x (cu 3 zecimale exacte). 

1622. хївх--1 (cu 4 zecimale exacte). 

1623. cosx-chx=1 (cu 3 zecimale exacte) (cele două rădăcini 
pozitive). ' 

1624. x--e*—0 (cu 5 zecimale exacte). 

1625. хїйх--1 (cu 6 zecimale exacte). 

1626. Să se calculeze cu 3'zecimale exacte primele trei rádá- 
Cini pozitive ale ecuaţiei > 


CAPITOLUL Ш 
INTEGRALA NEDEFINITÁ 


S 1. Cele mai elementare integrale nedefinite 


1°. Notiunea de integrală nedefinită. Dacă f(x) este o 
funcție continuă și F'(x) = / (x), atunci 
icis {ло axe Fen C, 
1627. Sá se calculeze cu 3 zecimale exacte cele douá rádácini 
pozitive ale ecuatiei unde C este o constantá arbitrará. 


2°. Proprietăţile fundamentale aie integralei nede- 
finite: 

a) a [roo ax] -f(x)dx: 

b) |486)-4(04: 

€) f Af (x) dx AV 609 dx (A=const) ; 


d) (7694-2001 dx= 176) dx n g(x) dx. 


3°. Tabela integralelor elementare: 


хэн | ах i, x, 
PA - ТУ. 1 —— = —- 1а |.— | s 
Lf x бт +С (п52—1). Ios | +С. 
а: si 3 
{= =ш!х|+С (40) А) LE онна 
х Yi-xe | — arccos x4 C. 


arctg х--С, 


Ш. — = 
^ ткр { — arcctg x4- C. 
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ae 


a* х а, а а apiy 
vi | аас +С 4205 | e*dx- e C. ` 163. MES ur dr a. даваз. |! Заг 
УШ. f sin x dx: —cos x4 C. Xil. | sh x dx-ch x4 C. 2 633. ( т dx. ‚ 1644. n (24 3"Ydx. 1. 
Ix. cos x dx «sin x-- C. xm ch x dx=sh x 4-C. So A 634 ( Jx-2YxH1 a + 1645. (2-05- шан мыт 
ах x de B Vx s 
xf ——— = -ctg x+C. хул — = —cth x+C. E 
sin? x sh?x 41, 1635. 1-4 шон dx. x 1646. (5+ 5 
ах x 2 хүх 
Х.| I +С. xv. ( -= sth ааа ”/ TERR 
cos? x сх 41636. | E — x] Vx Yx ax. 1647. ЭН --sin x+ cos x) dx. 
4. Principalele metode de integrare. Z « 
a) Metoda introducerii unei noi variabile, Dacá 1637 gu үх V8)? da »1648. (11: -8Шш2Х ах, 
S x < ыг 
| {л оах=кх)+С, « 2. ul (41649. Í ctg? хах 
atunci . . ©1638. {+ du “Fi d 
(fon au Fa) C. / 21650. | tg? x dx. 
unde u=ọ (xX). 30 x?dx 
b) Metoda descompunerii. Dacă ын 16 9. (ra, 1651. 12 sh x+behx) dx. 
га EA 
: FOAD + fa), nah разак 
atunci ,51640. | 1252" 41652 2 Vm? x dx. 
{лоо dx= {лоо ӣх+ (л (x) dx. 7 
E +3... 
c) Metoda substituției. Punind v 1641. иг d «1658. {сше х dx. 
x-z(t) 
ы er poe {- 
unde g (f) este o funcție continuă împreună cu derivata ei z'(D, obținem: NN N den | х dx. . 
jo dics je (b) s (o dt. (SN ^ 1654. Să se E Ms că, даса, - Pe | 
d) Metoda integrării prin părți. Decá и si v sint nişte funcții derivabile i { л йх= FG) С, — 


e x, atunci : 
4 atunc atunci 


| udo = uv — E dit. 


Folosind tabela integralelor elementare, să se. câiculeze urmă- 
toarele integrale : 


Gf (ax 6) х= 1 F (ax+b) Ce mo 


Sà se calculeze integralele : 


f 
2.1028. {(з3—х°Ўах.. ,516303 (1 —x) (1—2x) (1—3х) dx. 1655. б m 111657. \/Т—3х dx.. 
2.4 x ә A 


4. 1658. 


cc. доо 


11629. | х2(5-х)“4х.. 41631. ү bet, 


11626. { 2x—3j" dx. 
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4 Р ах t. E -Х | у-2х 
16%. | P "1665. $ (e +) ах. 
| (5х—2)? 1 
e : 1666. | (sin 5x — sin 52) dx. 
2 1-2Х-Х 
1660. \ ~ d. 
«| Тэх павет. а n 
"1861. 223 ие 1] 
š d t 
«1092. f z 1608, ses 
4,1683. ies lt 1669. 15:27 —cosx' 
x^ > 
t. dX 
1564. $ es uA 1670. TEE sin x” EZ 
1671, fen x: (2x + 1)- (2х — 1)] dx. à 
1672. ( С. 1673, ( —— 
ch? y s 


Sá se calculeze printr-o transformare convenabilă a expresiei 
de sub semnul integrală următoarele иен: 


“бэ 


1—5? 
1615. he 15а ах, 
11676. (55 A 
4 хах 
11678. rx Яа 
е: 
У үх ах 
11679. 55 
Soon P — dX 
Bol... . 
160. Yadia Yx 


ax 
indicație. yx xU x) 


* 4682. 


1681. as is. 


2 


1686. | m s 
| (8x8421)3 
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MEdY» 
1688. ( EN 8-2, 
7 їх) 


p 1689. { хе“ dx. 
| 7189017 es 
4 


2 1691. бтк 
Л 


“бух 


ЧИРЭВ: эмэн 
ухах фах) * 
4 


sin? x cosx dx. 


ms. та. 


pej 


А 
m 


sin?x yap cig x 


dx 
sin? x -2 cos? x 


_sh x ch x dx 


Y КТЕ; x -chix 


sinx cox —— 
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n 
1715. xtd, rs. Vries dx. 1741. $ sin? x dx. 74 1744. { sin зх. sin 5x dx. 
n+2 
/ d " 171%. (22 -— 1742. { cos? x dx. 1745. CAE dx. 
1716. È sn pd. m 1743. 5 sin x sin (x4-a) dx. 
1717. mn па с 1746. 2х—® 3х-+1|@ 
Să se calculeze, folosind metoda descompunerii, integralele : 1747. аа uet 1757. ЭЭ i 
T 2 i 
p i а ш ах. А pd | 55 dx. 1748. { сов? x dx £n dx 
2 x . " 
4 1727. | x a; dx 1749. È sint x dx. цан 
(1-х) ах 
8: a ^ api a 3: 1750. | cosi x dx. 1759. C 
1124 {= а. PE si 1751. | ctg? x dx "ES 
ez 1726. ( E _ 1760. V 7. dx. 
гё T» TF 1752. Vtghx dx ie 
, x: d гирі 
1--х2 1130. x V2—5x dx. 1753. $ sin? 3x sin? 2x dx. 1761. { she x dx 
Indicatie. dx 
' | 1794. (xeos 1762. Í сп x dx 
x=- (2-50): Indicati 
ndicafie. 


1738. ( ах 


G-1pr3 
i ci 


ies. L (+3) – {х—1)]. 
ima (E 
ЛТ (xay? (x +b)? 


ту. 
1740; | ET. Т] 


1784. ims 


1735. oisi ED. xu 


1736. | ag 


eu 2" 


1737. beds 


FJFI 


1738. | Un : 


(14155101). 


1=5їп? x + cos? х. 


dx 
sin? x«cos x 


1755. | 


ах 
sin x-cos? x 


1756. f 


1763. sh x sh 2x dx. 
1764. ( ch x ch 3x dx. 


sh? сх" 


1765. Vase 


Să se calculeze, folosind substitutii convenabile, următoarele 


integrale 


1766. (х24/1--хах. 
1767. Souza u 


1768. ( —— dx. 
Mac 


1769. бүг нээ dx. 


1770. (х5(2--559) 


CI 


dx. 
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ЁО 
ЕН Au 
1771. coss x. |'sinx dx. ; 4 
я x] sin dx. 7. (2. £ Ja 
LEE ax de дш 
i = 1776. (E Je Ca 
1773. (55. s M A 
IL X: Vize 2 db $ 
hori 
774, |- 582... ах | ах 7) E 
— Yates ~ 1777. | Е irx 408 


Să se calculeze, folosind substitutiile trigonometrice х=@в 
x—atgí, x—asim etc, următoarele integrale (parametrii fiind 


pozitivi у 
4 ES uk i 
"LS 
1718. | £x x* 4 үх = M - 1782. ЕЭ vs 
(-x5? 
EET 2 1783. : lee * 
ne iue : -Ё 
х ` 
ion [Va m. Муш; АР 
1781. is ex лс Indicatie. "e 
"YS d Se va folosi substituție х--й= 
(2-а) = (b—a) sin? x, * 


№7 
b 


Folosind substitutiile hiperbolice x--ash?, xách? etc., să 
se calculeze următoarei: integrale (parametrii fiind pozitivi): 


1786. | V aF dx. 1789. (dx 
Y (ха) (x+b) 


x2 
„а «ЭРЕ. Indicatie. 
Vere C Punem x+a= (b—a) sh? t. 


1790. VI Gera) c D) dx. 


a 
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- 


Să se calculeze, folosind metoda integrării prin părți, urmă- 


toarele integrale: 


41701. | шх dx. 


«1792. {ахах (nz: — 1). 
11793. $ (>) a 
«4794, | x mx dx. 
125 (xe У 
22796. Í xe- dx. Ч 
1797. xe dx. N 
1798 ( x cos x dx. 
1799. VE sin 2x dx. 


1800. | xsha: dx. 
Să se calculeze integralele. 
1811. | хог ах. 

1812. ( (агсын ху ах. 
1813. хайн 
1814. (х In 17:3 dx. 


exin ar 13:58) 
QA——— d 
isi de c aie 


dx. 
1817, ! dt 


1893: 


1887. 


1801. | xè ch 3x ах. 


802. $ arctg x dx. 

^ arcsin x dx, 

1804, | хага x ds. 

1805. | x? arccos x dx. 

1806. (TER dx x Ж. t 
f In (x - l/ 147 xê) dx. 
f 
{ 


1808, V x In 125 dx. 


1809. Varctg x dx. 


1810. Vsinx-Inug x)dx. 


1 
{ышы ы, 
1818. |V T= dx. 
1819. xia dx. 
г 
) 


daa? 


1820. Vx? l'a? cx? dx 
| 821. |x sio”x dx. 
. 1822. (edx. 
1823. (х e sin хах. 
{* захсых 
1824. y E e di 


X 


M 


1 – Culegere de probleme si exerciţii de analiză matematică 
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1831. f (&—cos x}? ах. 


: Р parctg x 
" 1825. үс 


азай” 1832. fasas, 
7 е 
1826. { sin (In x) dx. i 
1833, |". (in gy, 
„1827. { cos (In x) Ёс. { жээ 
1828. $e cos bx dx. 1834. 7-3 
1829. e" sin bx dx. - 1835. (> е ы 


1830. je sin? x dx. 


Calcularea urmátoarelor integrale se bazeazá pe reducerea trinomului de 
gradul al doilea la forma canonicá si aplicarea formulelor de mai jos: 


nf 2х а ET. (4550) 
"jer са“ ет са 


ах 1 а+х Я 
бе зз = 0 
| а2-х2 2а а- FE (020. 
xdx 
Ш. f Gu =£ E а2--х2|--С. 
ах 
IV. | VIE —arcsin — C (a — 0). 
ya2—x? 
vC E арас (0) 
“үх жа PALA 
x dx = 
м. \-==— FEVE +C. 
| Yat4-x? 
А NT —— 2002 x 
VII. reas 5 Yai-ii 2 arcsin 2 +С (a0) 


— cmm dS i кз! 
ҮШ. MEET dx= yeget Simi VE] +C. 


Să se uap integralele : 


„1836. zn "iB (48540). 1838. bor 2-1 
x x dx 
1837. (apa 1839. Kec 


j 


| 
| 
- 1851. EN к 1859. | ax 
! 
j 


VÀ чуе АА 
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1840. (— x+i аду, 1842. { 2018 


apari XR 
1841. pz 1843. (хх 
1844. 73 sin2x—8 dir cCosxiBcogX ` 
1845. Раа 1848. 1-2 ios i 
1846. (S (0x0). 1849, | 587 
1847. Er "n s 


1850. Să se demonstreze că dacă 


y=ax?+bx+c (az0), 


m (5 + Yay) «c pentru a0 


x 1 y' 
== arcsin Є pentru а--0. 
y= Y52—4ac Te p 


(2-1) V2 — 


-===== dă. 
үх#+х+1 1860. | ааг 


и х 1861. {х2 а. 
1854. (--55-- 
яр - i > 1862, {ү єх-єх® dx. 

fiti 

c de 1863. 2 Їх 232—1 хах. 
1856. 4 li 

xyxtrxii de pua 
1857 а. * 1864. T 
1857. {у i | xY1-x—x 


E, S ха 
1858. V — үх ‚ 1865. ат 


M 
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S 2. Integrarea. funcţiilor rationale 


Să se calculeze, aplicind metoda coeficienţilor nedeterminati, 
următoarele integrale: 


2x+3 x dx 
41886. (Sr © 1871. = х 
хах Р х?+1 
-1867. сык кто” 7 1872 т area = PED 
: 8. х0 dx 
1868. (2 75- 1873. $ [= ај 
р ИИИ л: Жы 
1908, | хуб 00 874. 9 — T T 
xi 
1870. | iur d* 
dx 
1875. | 7хё+-х*—2х%—2х@+х+1 C 
1876. саан dx. 1883. (25 
dx - dx 
21877. ( Nm 1884. (5 29 
e dx dx 
IIS убуз) (8--4х--5)| 1885; eren 
1879. (— ЖЕ. 1886. (чүү 
i-o 2x42) : T 
1880. хоо, 1887. T Xx хэ) (x9 
ў | х(1+х) (14-x-4- x9) " "m 
^ 1888. анчны 
1881. (-2. 2 
7 Ea ET ах 
1889. ( ere 
1882. { д. уран = rasi 


1890. In ce condiţii integrala 
(dx 
28 (x— 12 
esie o funcţie rationalá ? 


м. 


Să se calculeze, folosind metoda lui Ostrogradski, integralele : 


* 
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1891. (X. 8 ах. 
j (х1? ety mn Ven 
1892. (— 2. mel. m. 
TEES 7 Е 1) (хх 1)? 
dx 
s 1 i 
1893. us ата 
1894. zc : 
(х2+2х+2) 
Sá se separe partea algebricá а urmátoarelor integrale: 
1898. uas х. 1900. ( эс 
dx 
1899. ( Бр uo 
1901. Să se calculeze integrala D. 
dx CAN 
та. Арал 4 


1902. In ce conditii 


% о funcţie raţională ? 


este integrala 


( aX*4- 29x 1 шах 20551 0 
(ax?4- 2bx +0)? 
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же 


.Sá se calculeze, aplicind diverse metode de calcul, urmátoa- 4 


rele integrale: 


1903. 0 — Lg d. 
1904. (58. 
„1905. (5 їр 

1906. (58 dx 
1907. T 
1908. wn 


x dx 
1909. dar 
1910. | al RR 
(x10--2x54-2)? 
х2"—1 
1911. {т 
хэп-1 
1912. | Supr 
d: 
dx. 1913 un 
dx 
1914. (— — 
‚г Беня x 
-8 i - 3 


223 5 
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х2-1 
1915, zem digy dx 1918. | IA 
1-1 х—х 
1916, zero 1919. si dx. 
х2-1 . vpi 
1917. ru dx. 1920, rt dx. 


1921. Să se deducá formula de recurenţă pentru calcularea 
integralei 


dx 
Li (ax?--bx +0)" (egi 


Să se calculeze, folosind această formulă: 


dx 
k= CETE 
(2--х-1) 
Indicatie. Se va folosi identitatea 


Да (ax2+ bx --c) =(2ax+0)2+ (4ac — b2). 


1922. Să se aplice substitutia t= — IE 


pentru calcularea in- 
tegralei 


-| еи 
(ха) (c4 by" 
(m si n sint numere naturale). 

Să se calculeze, folosind această substitutie : 


| ах К 
(x—2)? (x 4-3 
1923. Să se calculeze 


п (х) 
T ai! % 


dacă Р, (х) este un polinom de gradul л în raport cu x. 
Indicatie. Se va folosi formula lui Taylor. 
1924. Fie R(x)=R* (х2), unde R* este o funcţie rațională. Ce 


particularităţi are dezvoltarea funcţiei Р (х) în fracţii rationale? 
25. Să se calculeze 


f dx 
| 147 
unde л este un numár intreg pozitiv. 
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—————————-——— 


8 3. Integrarea funcțiilor iraționale 


Să se calculeze, reducînd funcţiile de sub semnul integrală la 
funcţii raţionale, următoarele integrale : 


dx 
ЭРЖ Vue 1830; PRE ` 
NOE. с үх-1-1х-1 
1927: kaata 1931. ! Vx+1+Vx—1 xx 
хў2+х dx 
‚ \———— dx. 1932. . 
19 EN х rmm 
EIER ag эзз. (^® >0). 
1929. Ve х. 1 Meme (2-0) 
dx x 
934. = n este un număr natural). 
1 17:57, ау (x— by! ( 
dx 
1935, yn 
А ut—1)2- 
Indicatie. Punem х=[ x E 


1936. Sá se demonsireze cá integrala 


P: s. 
рх, (x—a)" , (x—b)"] dx, 
unde R este o funcţie raţională şi p, q, п sint numere întregi, 
este o functie elementará dacá 
р+9= Кп, 


unde k este un număr întreg. 
Sá se calculeze integralele irationalelor pátratice cele mai 


simple: Ante 1 2: 
1937. T ES Hir ===, de E a 1940. (захаа ay, 
1988. а 1941, da za 


П 
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—_— O 
Sá se calculeze, aplicind formula 
P. 
{ 2O х-0, (x)y 4A Ea 


unde у= l'ax? - bx rc, Р (х) este un polinom de gradu n, Q, 
un polinom de gradul п—1 şi A un număr, următoarele тар 


xs | dx 
1943. rude им. ат" 
x0 dx 9 dx e 
1944. ( Үнэг 1948. | gri 
2—5 949 (—— 4x o 
1945. ela dx. 194 эн 
1946, [> une 1950. (— de, 
Үз#-+4х+3 (х+1)5[зх#-+2х 


1951. In ce condiţii integrala 
а, х2--0, x eq dx 
Yaxt--óxc 
este o funcţie algebrică ? 
Sá se calculeze f o5 dx, unde y —l'ax?x bxc, descompu- 


d Р(х) 
uind funcţia raţională ТЕЗ] in fractii simple. 


1892; | a юш. aea d 
1953. | e 1958. { — XE г 
1954. {етс ах. 1959. S TTER 
955 {уи 1000. E as 


1956. | GOLPE 


—3х+2) Y xi ÀX38 


Si se calculeze, reducind trinoamele de gradul al doilea la 


forma canonică, următoarele integrale: 


1961. f E: 


HELM RR 
Q?-Ex F1) х1 
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xdx " 

(4—2x +x?) 2 4-2x— x? 
(x4 1) dx 
(2--х--1) (х2-х--1 


1962. ( 


1963. ( 


ed gt 
1+ 


; integrala 


dx . 
(2—x 41) Vx? x41 


1 1965. Să se calculeze 


EL 202 
ue ү2х2--2х--5 


Să se calculeze, aplicind substitutiile lui Euler: 

1) Гах зьӨх--с-- + Vax+z, dacă ао; | 
2) Yaxirbxtc-—xzxlc, dacă c>0; р дл 
3) а(х—ху)х—х»)=# (х—х,), 22-27 

urmátoarele integrale: 

` dx 2-2 : x— үх 3х--2 
«1966. Т 217 ‚1969. tes КЕТЕ 

+ ах " dk 

11987. | —— — ——- d | 
01987. m 1970, | EET 


11993, |x V 322x F Зах. 


Să se afle, folosind diverse metode de calcul, următoarele 


integrale : 2 
ют. (уа 1975. eum 
Tes foare сэн | EE T 
101% Wai Ү1-х- Ti 1977. f си 
1914. Vrat : 1978. Jra 


1984. Să se calculeze cu ajutorul substituției omografice x= 


^ pe k 
xn UN 
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1979. (—7 „Ее, 
х Va pei 


1980. Să se demonstreze că calcularea integralei 
| Rix, Гах, Госса) ax, 
R fiind o funcţie raţională, se reduce la^ integrarea unei funcții 
raţionale. 


Integrala binomă 
f x” (a+bx™ dx, 
unde m, n și p sint numere rationale, poate fi redusă la integrarea funcțiilor 
rationale numai în următoarele trei cazuri (teorema lui Cebíigev): 


Cazul 1. Să presupunem cá p este un număr întreg. Punem x=z%, 
unde N este numitorul comun al fractiilor m si n. 


т+1 
Cazul 2. Să presupunem că ялын un număr întreg. Punem 


a-4-0x" —z", unde N este numitorul íractiei р. 


1 A 
Cazul 3. Să presupunem că DM +p este un număr intreg. Aplicám 


substitutia ax" --b—z', unde N este numitorul íractiei p. 


Sá se calculeze urmátoarele integrale: 


1981. | /xs-Ext dx. 1986. Cris 
үх 4 
1982. x 
asas p 1987. | VI 
1983. (=. 1988. р. 
Vie Vat J XE 1+ 1 
х 
P dx 
цай! 41989. { }/3х—х%ах. 


1990. In ce cazuri integrala | 
{у 1--х" dx, 


unde m este un număr rațional, reprezintă о funcţie elementară ? 
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8 4. Integrarea funcţiilor trigonometrice 


Integralele de forma 
f sin" x cos" x dx, 
unde m şi n sint numere întregi, se calculează cu ajutorul unor artificii de 
calcul sau cu ajutorul unor formule de recurenţă. 
Să se calculeze integralele : 


d: 
1991. Í соз®х dx. 2002. rer 
in? x dx. aK 
1992. { sin x dx 2003. | € 
6 
1s fareti 2004. V tg5 dx. 
2 4 
1994. (ч sin? x cost x dx. 2005. (ctg x dx. 
4 x cos? x dx. | ‚ 
1995. sin x cos? x dx. 2006. ( s х Ре 
1996. $ зіл х coss x dx. 4 
2007. ră 
1997. je үзий х cos x 
cost x ph 
1998. dm : 2006, V aos 
2009. бук 
1999. б-а ех 
2010 ie 
2000. e 23 © Miss 
2001. | CETTE 1 


2011. Să se deducă formulele de recurenţă pentru integralele : 
a) I, - үзийх dx; b) K,— { совт x dx (12-2) 
si cu ajutorul lor să se calculeze 
{ sin? x dx şi (со х dx. 
2012. Sà se deducá formulele de recurentá pentru integralele : 


dx dx 
a) = T b) K,— (222 (1:-2) 
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RI aa IR ERE 


şi cu ajutorul lor să se calculeze 
dx A dx 
| smx ? | cos? x 
Următoarele integrale se calculează cu ajutorul formulelor de mai jos: 


І. sin a sing— E [cos(«—8)—cos(«--g]. ^ 
1 
ЇЇ. cos « cos g— z [cos («—$) 4-cos («-+8)]. 


Ш. sin a cos 8— B [sin (9—8) --sin (о:-- 8)]. 


Să se calculeze integralele: 


2013. $ sin 5x cos х ах... 
2014. f cos x cos 2x cos 3x dx. 


2015. f sin xsin 3 sin Ž 3 dx. 


2016. $ sin x sin (х-Еа) sin (x-I-5) dx. 
{ 2017. | cos? ax cos? bx dx. 
2018. Í зіл? 2x cos? 3x dx. 
Urmátoarele integrale se calculeazá folosind identitățile : 
sin (a—$)zssin [(x4- a) — (x+ g)]. 


cos (c — g)excos [(x4-«) — ELA 
Sá se calculeze integralele : Нэн 


ах 
2019. бе (ха) sin (x) 2022. f sinx—sina ` 
„dx dx 
2020. {== (х+а) cos(x FO) 2023. | COSX--COSd _ 
dx 
2021. {аву 2024. | tgx tg (x +a) dx. 


Integralele de forma 


( R (sin x, cos x) dx, 
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unde R este o funcție raţională, se reduc in genera! '+ integrarea funcțiilor 
rationale, cu ajutorul substitutiei 2 zt 
a) Dacă este satisfăcută egalitatea 
Р (—sin x, cos x)= —,R (sin x, cos х) 
sau 


R (sin x, —cos x)= — R (sin x, cos x), 


este comod să aplicăm substituția cos x—f sau, respectiv, sin xf. 
b) Dacă este satisfăcută egalitatea 


Rí—Sin x, —cos x) &R (sin x, cos x), 
este util să folosim substiiutia tg xf. 
Să se calculeze integralele: 


2031. 1758-21-82 DLL X o 


2 

а? sin? x -0? cos? х)“ 
dx 

(sin? x-+2 cos? xy 


sin X 4-Cos x 


2025. ra sy %3. o 
2026. fr yc 2094, (ыо... 
шан aer oe 2035. E ram 
т. Vets 32 7 
а) Oce<i; 0) єг. sinë х-рсов x 
| 2029. C. тушу de 2027. а dx. 
2080. (ад uuu 2088. {СЮ 
$ 
! 


2032. ( _sin X cos x dx 


2041. Să se calculeze integrala 


d 
f a sinx+bcosx ’ 


scriind numitorul sub formă calculabilă prin logaritmi. 


| 
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PORN ec i n RA 
2042. Să se azmonstreze că DE 


аџѕіп X b, cos ` naf 
{ cpu] dx— Ax+ BIn| asin x+b cosx | + C, 


А, B, С fiind constante. 


Indicatie. Punem 
a Sin x+b, cos х= A (asin x b cos X) + B (a cos x—b sin x), 


unde A si B sint constante. 


Să se calculeze integralele : 


2043. «rr dx. 2045. 


Sin x 4-2 cos x 


(а sin x+b, cos x 
) (asin x+b cos x)? ` 


dx 
2044. Er o - 


2046. Să se demonstreze că 


asin X-- b, cos x+c, 
| апр созро  dX=Ax+ Bln|asinx--bcosx-Fc| + 


«ct — — 
a sin x+bcosx+c ? 
unde A, B, C sint nişte coeficienți constanti. 
Să se calculeze integralele : i 3 
15 


2047. | 2049. EEEE dx. 


sin x 4-2 cos x— 
= 3 dx. Я 
sinx--4cos x--2 


sin x—2 cos x+3 


2048. (LL Să 
| V2+-sin x4-cos x 


2050. Sá se demonstreze cá 


| 4; sin? x 4-25, sin x cos х--сү cos? x 
asinxibcosx | dx 


dx 
asin x+bcosx ? 


-А sinx-- Beosx- C 


А, B, C sint coeficienţi constanfi. 
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Să se calculeze integralele : 
: in? x— 1! 2x 
sin? x—4 sin x cos x -3 cos? x dx. 


2051. | sin x+2 cos xX 
sin? x—sin x cos x+2 cos? x 
m 2052. | sin x 4-2cos x dx. 


2053. Să se demonstreze că dacă (a—c) +0250, atunci 
di; 


du 
dx af — + f 
ku A, [T Eu 


a, sin x4- b, cos x 
| a sin? х--20 sin x cos x -- c cos? x 
unde A, В sint coeficienţi. nedeterminaţi, iar 21, А sint rădăcinile 


ecuatiei 
а-4 ф 


b "UM =0 (13), 


u= (a—2A)sinx4-bcosx şi ki= E (i1, 2). 


Sà se calculeze integralele: 


NU 2 sin x—cos x 
2054. {апт сов 4 


(sin x + cos x) dx 
‹2055. | 2sin? x—4 sin x cos x-F5 cos?x ` 


sin x—2 cos x 
2056. | pisi cos © 


2057. Să se demonstreze că 
dx _ АзшхаВсовх | ах 
| (asinx--bcosx)! | (asinx-bcos хут! (a sin х +6 cos xl? 


unde A, B, C sint coeficienţi nedeterminaţi. 
2058. Să se calculeze 


| CIN MENS 
(sin x 4-2 cos x)? 


2059. Sá se demonstreze cá 
dx 


dx Asinx 
B 
| (a+b cos х)" aito gT T ! (atb cos xy 
dx Ib! 
да (a+b cos x)? ван 
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ep iii ii -——— 


şi să se determine coeficienţii A, B si C în ipoteza că n este un 
număr natural mai mare decît unitatea. 


Să se calculeze integralele: 
2060 f sin x dx cogn-1 +4 
` J cosx\ 1+ six ` 2064. V — — — 2 dx. 
nq1X-4 
2 


sin! 


49, in? 2 
2061. pa dx. А 
cos? хЇїе x Indicatie. 
х+а 
cos —— 
V sin x dx 7 T" 2 
2062. р SUYA оо Se va pune t= , 
Y2 X sin Эх x—a 


sin = 


U 2063. f ax 


(1 +s cos x)? 


(0<:<1). 


2065. Să se deducă formula de recurentá pentru integrala 


(n fiind un număr natural). 


§ 5. Integrarea diferitelor funcții transcendente 
2066. Să se demonstreze că dacă P(x) este un pclinom de 
gradul n, atunci 


P (x) 
а? 


РО)ху 
qua 


2067. Sá se demonstreze cá dacá P(x) este un polinom de 
gradul л, atunci 


IT [za Бену 


|+с. 


$ Р(х) cos ax dx = [Р (x) — =: 4 Зав –..| + 


29 eosar | pr (e x) Pa) ph (x) 


2 «c 


şi 


şi numerele ац, а»,..., 
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7 IV 
{ Р(х) sin ax dx eosar [p (x) PE VPN „|+ 


| шин [ео pred y | PY v ad +С. 
Să se calculeze integralele: 
2068. Í хзезах, 2075. | сех sin? bx dx. 
2089. {(х#—2х-+ 2) e-*dx. 2076. f xe*sinx dx. 
2070. fx sin5x dx. _ 2077. { xex cosx dx. ` 
2071. fa + x2} cosx dx 2078. { хе хех sin? x dx. 
2072. | xe dx. 2079. | (x—sin хах. 
2073. Ve ^ dx 2080. V соз | хах. 
2074. | сох cos? bx dx. 


2031. : uc 
a, Sint comensurabile, atunci integrala 


{А (ea, € ,..., enx)dx 


este o funcţie elementară. 


Să se ro următoarele integrale: 


2082, f s a 171 
2083. Ea. 2088. (үг i 
2084. $ ata Т 2089. (FIE ds. 
X 
ши i 2000. SS 
2086. pe dx. 
(iei 


13 — Culegere de probleme si exerciţii de analiză maiemaiică 
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Să se demonstreze că dacă R esie o funcție raţională 
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2991. Sá se demonstreze cá integrala 
f R(x)e dx, 


unde R este o functie rațională al cărei numitor are numai rădă- 
cini reale, se exprimă prin funcții elementare si o funcție transce- 
dentă 


© Р 
(2 dx=li (eax).+ C, 
unde 
* dx 
йх-( 02 


2092. In ce саг integrala 
(^l 1) e* dx, 


Ф 4 
unde P(i]-a-- 2. 81 do 01,...,ап Sint constante, este 


o funcţie elementară? 
Să se calculeze integralele : 


( 2 
2093. 1(1--2| eax. 2096. эс pd 
2394. (1) еа 507. (3 A гч 


e 
2095. | dx 


Să se calculeze integralele care contin funcţiile In f(x), arctg f (x), 
arcsin f(x), arccos f (x), unde f(x) este o funcţie algebricá:' 


2098. { ш" x dx (n este un număr natural). 


2099. 2100, deg dx. 


dx . 
(x-r a) (x 0) 


х3 103 x dx. 


In? (x 4- l/14-x2) dx. 
In (х +1 +x) dx. 


2102. 


j 

2101. {ш [(x4-a)*** (x4-5**]- 
| 

2103. | 


Бе 
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2104, | Rx „ду, 4 2111. TE 
4 (ra)? (1—x5? 
2105. | xarctg(x+ 1) dx. + 2112. prr 
2106. | х arctg Vx dx. ТЭР”: 
2107. | x arcsin (1—х) dx. J- 2113. | x arctg x In(1-- x?) dx. 
2108. { arcsin | х dx. X 214. эн In 13 dx 
2109. (x arccos $ dx. + | e 
2110. { arcsin 215 ax. J ах)? 


Sá se calculeze integralele continind funcţii hiperbolice : 

- 2116. { sh? x ch? x dx. 2121. | сіп? x dx. 
2117. [chix dx. 2122. {Кб 
2118. {зһ3хах. "2123. | 
2119. Vshx sh 2x sh 3x dx. 
2120, { th x dx. 


sh m хо 
2124. | sh ax sin bx dx. 
2125. | sh ax cos bx dx. 


8 6. Diferite exemple de integrare а funcțiilor 


Să se calculeze integralele : 


PE far К 2130. Vx dese 
ЗЕ С 
2128. | erga 2132. ( 
2129. be 2133. $ Меш 
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dx 
2134 (үл 
ах 
2133. {түз ГЕЙ 


2136. ( 2 


e EE. iE 
x 'xi—2x1—1 


3. f (2x+3) arccos (2x —3) dx 


2141. Vcn (4 act) dx. 


E xi 12855: 
2144. Vx Vin l/'32— 1 dx 
x 
2145. nid 
dx 
ac Pe 
sin 4x 
2147 21:28 
dx 
хан | sin x /1-4-cos х 
; "ex 
N2149. ( Sr arctg x dx. 
2150, (555 EST a 
Хим. (525267 
1 2152. | Ted dx., 
Y sin 2x 
ү 2158, f Tuer 
+ 2154, EET d 
t 2155. | асла, 


2145. (eme , Ax dx. ун. \ ҮСӘ 
j 


xin (x+V iex), | 
y 2157. үен санг dy, 
X 2158. W 1—32arcsin x dx. 


2137. s 
2138 (zs. 
5 )х--Үх--хд 


2 
2139. (CERT dx 


(1? 


— 


[TI 
хїш(1--11--х2) di 


4: 2159. 
Ч 2169. үх (1--шх) dx. 
л 2161. pem arcsin M д 


x (1 +x?) arectg x dx. 


2162. | arctg е? qe 
) 


2 2163. ost (£711? зар. 
2164, | Y EXT dx. 
l4sinx „y > 
2165. (Seen dx. 
2166. Vix | dx. 
2167. Vx ixi dx. 


4 


2168. | (х+ xD dx. 
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2169. |(1-нх|-11--х| dx. 


2171. | max 1, хуйх, 
2170. | ==! dx. 


2172. $e 09 dx, unde ф(х) este distanţa între numărul x si 
numărul întreg cel mai apropiat. 


2173. Vp]|sinzx|dx — (x30). 


2174. (у(х) ё, unde у(х) 1—02 pentu |x]; 
: : 11-4х| pentru |х|>1. 
1, dacă —со<х<0; 
2175. {/(х)ах, unde /()-| x+1, dacă 02х21 
- 2x, dacă l<x<+o. 
2176. Să se caiculeze (ху) dx. 
2177. Să se calculeze f f'(2x)dx. 
2178. Să se calculeze f(x), dacă /(42)-4- (x>0). 


2179. Să se calculeze f(x), dacă /'(sin? х) =с052 x. 
2180. Sá se caiculeze f(x), dacá 
pentru O<xzi; 


Рад n pentru” 1«x-«-4- oo 
şi f(0)—0. 5 


continuitate, c) funcțiile mărginite si monotone sint integrabile pe orice seg- р F 
ment finit, : 


a 
CAPITOLUL IV 4 
INTEGRALA DEFINITÁ 
8 1. Integrala definită ca limita unei sume 
1°. Integrala în sensul lui Riemann. Dacă funcția f(x) este 
definită pe [а,Ь] și а=ху<Хү<Х<...<< = b, numim integrala funcției 
f(x) în intervalul (a, b) numărul 
b n-i 
х) dx= lim ) АХь 1) 
| fc ) max | Ax; "n i ( 
unde Хү Хүр ȘI AX; Xi Хр 
Pentru ca limita (1) să existe este necesar si suficient ca suma integrală 
inferioară " 
п—1 
S= Y тм 
ico 
şi suma integrală superioară 
n—l > " 
S= Y, Mj ax; 
i= 
unde 
m= inf f(x) şi M = supe f(x) E 
Xj£xexi 1 XpEXÉSQMI 
să aibă o limită comună pentru max | Ax; |-50. 
Funcţiile f (х), pentru care limita din membrul al doilea al egalității (1) 
există, se numesc funcții integrabile in intervalul dat. In particular: a) func- 
{Ше continue, b) funcțiile mărginite avînd un număr finit de puncte de dis- 
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2°. Condiția de integrabilitate. Condiţia necesară si sufi- 
cientă pentru ca funcția f (x) să fie integrabilă pe segmentul dat [a, b] este 


dată de egalitatea i 
n— 


lim ;AX; 0, 
max | Ax; 1+0 P "t 
unde o; este oscilatia funcției f(x) pe segmentul [x; x; +] 
2181. Sá se calculeze suma integralá S, pentru functia 


70)-41--х 


pe segmentul 1-1, 4], împărțind acest segment în л intervale egale 
şi alegînd valorile "variabilei &(i=0, 1,..., n—1) la mijlocul 
acestor intervale. 

2182. Să se calculeze, pentru funcţiile f(x) date, sumele in- 
tegrale inferioare S, şi sumele integrale superioare 8, pe segmen- 
tele ccrespunzátoare, împărțindu-le in л părți egale, dacă 


a) /(х)-х3 [2x23]; 
b) Ро) 00.221]; 
с) р(х) 27 [0.2.210]. 


2183. Sá se calculeze suma integralá inferioará pentru functia 
f(x)—x* pe segmentul [1, 2], împărțind acest segment in n părți, 
a cáror lungime formeazá o progresie geometricá. Care este limita 
acestei sume dacă 7-»со2 М 

2184. Plecind de la definiţia integralei, să se calculeze 


T 
{+ dt, 
0 
Ug şi g fiind constante. 
Să se calculeze integralele definite de mai jos, considerîndu-le 
ca limite ale unor sume integrale corespunzătoare obţinute prin îm- 
părţirea intervalului de integrare în mod convenabil: 


2187. Vsin x dx. 


2 

2185. | x2ax. 
-1 
1 


2188. {а*4х (а20). 2188. 
0 


cos £ df. 


OC оча 
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b 
2189. E: (0<a<b). 


Indicafie. Se va pune ёг-Гхдүр: (i=0, 5505 
b 


2190. { х" dx (0<a<b; mz:—1). 


a 


Indicatie. Se vor alege punctele de diviziune astfel, încît abscisele 
lor x; să formeze o progresie geometrică. 


dx 


2191. (F (0<а<0). 


Rt 


2192. Sá se calculeze integrala lui Poisson 


{а (1—20 cos x 4-02) dx 


d 
pentru: a) |x| <1; b) |«| » 1. 
Indicatie, Se va folosi descompunerea polinomului «27-41 în factori 
pátratici, 
2193. Să presupunem că funcţiile f (х) şi e (x) sînt continue 
pe [a, b]. Sá se demonstreze că 
n=l b 
lim у /(&) e (9) Ax = 6f (X) e (x) dx, 
4 А 2 


тах | Ax; 10; 


i ана эхийг! 


(x0=a, х= 


unde Xi Xy Xi Хр (-0, 1,..., n—1) si Ax, XX 


2194. Să se arate că funcția discontinuă 


f(x) sgn sin E 
este integrabilă în intervalul (0, 1]. 
2195. Să se arate că funcţia lui Riemann 
0, dacă x este irațional; 


Ф(х)= | 1 ў т 
ru dacă ==» 


| 
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unde m şi n(n-.l) sint numere întregi prime între ele, este inte- 
grabilă în orice interval finit. 


2195. Să se arate că funcţia 


şi f(0)—0, este integrabilă pe segmentul (0, 1]. 
2197. Să se demonstreze că funcţia lui Dirichlet 

7 0, dacá x este irational ; 

“09-11, dacă x este rational, 
este integrabilă în orice interval. 
2198. Să presupunem că funcţia f(x) este integrabilă. pe [a, 5] 
şi 

1 
fe) wInf(x)) (1-1, 2,...). 


Sá se demonstreze cá 
b 


к b 
Дш pA (х) dx= AES dx. 


2199. Să se demonstreze că dacă funcţia f(x) este integra- 
bilă pe [a, b], atunci există un sir de funcţii continue 9, (x) 
(n—1, 2,. ..), astfel încît 


b b 
1 /(х)дх-- lim | e, (x) dx. 


2290. Sá se demonstreze cá dacă funcția mărginită f(x) este 
integrabilă pe segmentul [a, b], valoarea ei absolută |/(х)| este 
şi ea integrabilă pe [a, b] si are loc inegalitatea 

b 


z V reojax. 


a 


b 
| roo dx 


2201. Sá presupunem că funcţia f (x) este absolut integrabilă 
pe segmentul [а, b], cu alte cuvinte, să presupunem că integrala 
b 


{1 (х) |х există. Este această funcţie integrabilă ре [a, b]? 


a 
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Să se studieze exemplul : 


f 1, dacă x este rațional; 
fC)—| —1, dacă x este irational. 


2202. Să presupunem cá funcţia c (x) este definită şi continuă 
pe segmentul [A, B], funcţia f(x) este integrabilă pe [a, b] si 
AZ f(x)zB pentru a<x<b. Să se demonstreze că funcţia e (f (x)) 
este integrabilă pe [a, b]. 

2203. Din integrabilitatea funcţiilor f(x) si ф(х) rezultă oare 
neapărat cá şi funcţia / (e (x)) este integrabilă ? 

Să se studieze exemplul 

0, dacă x=0; 
/o-| 1, dacă xz0, 
şi ф(х) este funcţia lui Riemann (v. problema 2195). 
2204. Fie funcţia f(x) integrabilă pe segmentul [A, B]. Să se 


demonstreze că funcţia f(x) se bucură de proprietatea continuității 


integrale, adică 
b 


lim f f+) dx-0, 


unde [a, b] C [A, B]. 
2205. Fie o funcţie 7 (х), integrabilă pe segmentul [a, b]. Să 
se demonstreze că egalitatea 
b 
$7209 dx=0 


a 


este valabilă atunci si numai atunci cînd f (x)=0 în toate punctele 
араг па segmentului [a, b], în care funcţia f(x) este continuă. 


5 2. Calculul integralelor definite cu ajutorul 
integralelor nedefinite 


1°. Formula lui Newton-Leibniz. Dacă funcția f(x) este de- 
finită si continuă pe segmentul [a, b] si F(x) este primitiva ei, adică. Р” (x)= 
=f (X), atunci avem: 


b b 
{ле ах=Е (0) -Е(а)= F(x) | E 


 (——^—————————————ÜÜ M © _ ——— aea 


P d 
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b 
Din punct de vedere geometric, integrala definiti È f (x) dx reprezintă aria 


a 
algebrică S a figurii mărginită de curba у= (x), de аха Ox și de două per- 
pendiculare pe аха Ох: x=a si x=b (fig. 9). 


у 


2 


2°. Formula integrării prin părți. Dacă funcțiile f(x) și 
g(x) sint continue si au derivate continue f'(x) și g' (x) pe segmentul (0, b], 
atunci 


b b b 
Veo e eo dx-feng б) | — Va cor on dx. 
a a a 


3°. Schimbarea variabilei. Dacă: 1) funcția f(x) este conti- 
тий pe segmentul [a, b]; 2) funcția (f) este continuă împreună cu prima sa 
derivată Ф” (ё) pe segmentul [о, $ unde а= (а), 0-50(8): 3) funcția com- 
pusă f (o (£)) este definită şi continuă pe [«, 6], atunci 
b B 
{о ах= [ле 0) v a. 
а а 
Sá se calculeze, aplicînd formula lui Newton-Leibniz, urmă- 
toarele integrale definite si să se figureze ariile mixtilinii cores- 
puuzátoare : 


8 1 
2206. | У/хах (e 
iv 2209. { 12 
х 1 
2207. $ sin x dx. 1 as 
0 ах 
5 2210. Mis 
2208. V zr 2 
i 2211. {11—х|ах. 
ҮЗ 0 


1 
2212. ! ярат (0c a« 9. 
— 
2x 
2213. TES (0 ze < 1) 
0 
1 
: 4. 
x 
2215. | a? sin? x + b? cos? x (48550, 
0 


2216. Să se explice de ce aplicarea formală a formulei lui 
Newton-Leibniz conduce la rezultate false, dacă : 


1 2x 1 
dx d 1) 
i BE sec? x dx ; = 10 
а) 1 x) b) | Er ©) 3 dx [arctg 3j x. 
JE 
2217. Sà se calculeze 15 | T m 
-! МЧ+2* 


100 
2218. Să se calculeze f VT — cos 2х dx. 
0 


Sá se determine cu ajutorul integralelor definite limitele urmá- 
toarelor sume: 


2219. lim [ту te hota): 
"i lim (z£3 fasa * +a) 
юп, га (ағ gt n g^ 29) : 
2222 Jim 7. sin + sin 2" + + sint ze 


о о LL 


х 


ыг 


zm. 


килиш" 


[О 
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Бэрт эхэн mb o N n E E E UM 


Л 1242 Р 
| 2223, lim бале (р> 0). 


пэ 


2224, lim 1 (iri + rm es |12). 


noc 


2225. lim У п Lie 


za [reet 


Neglijînd de fiecare dată infinifii mici de ordin superior, să 
se găsească limitele următoarelor sume : 


2227. lim (1+ т] з -- (1 ring [ax 


ec Ї Далан Fi вар. 


п? 


п 
{ 
2228. lim sin 1 У — ÁM— 


mm к=1 2 + cos — 


2231. Să se calculeze 


b b b 
E (sin x? dx, E | sin x? dx, 5 | sin x? dx. 
т: а а | 
2232. Sá se calculeze 
x? x COS.X 
d( di. d 
a) аИта b) dcum ©) 81 cos (nf?) dt. 
x sin x 
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2233. Să se calculeze: 


x x P z£ A 2 
$ соз x? dx V (arctg x)? dx (Ve? ax) 
aj lim-É—————; b) lim c) lim 1 . 
хэд х хэфо — х 1 x9 yere 


2234. Sá se demonstreze cá 


x 
2 1 Y 
(e dx ~ ge 
0 
pentru x— оо. 
2235. Să se calculeze 
sinx —— 
Ї (їе x dx 
lim — 1 
gx 
Unit V V sinxax 
T: Ü 
ба? Fie f(x) o funcţie continuă şi pozitivă. Sá se demon- 


streze cà funcţia 
x 
Vr at 
0 


ф(х) = — 
{70а 
0 


este crescătoare pentru x 0. 
2237. Sá se calculeze: 


( ёс бий [х2 pentu 02х21, 
a M9 ху. САСА fo 2-х pentru 1«xz2; 


1 x pentru 0 zxzt, 
9 (ло ax, daca Дарь (125. penu 2х1. 


2238. Să se calculeze şi să se construiască graficele integra- 
lelor 1--1(0), considerindu-le funcţii de parametrul œ, dacă: 
5 1 
a) 1- |х|х--а dx; 


0 


CALCULUL INTEGRALELOR DEFINITE Ё 207 


x 
ў sin?x 
Бр | 1 + 2«cosx + a? 
0 


dx; 


с) [= ( sin x dx а 


l'1—2«cos x +a? 
0 


Sá se calculeze, aplicind formula integrárii prin párti, urmá- 
toarele integrale definite : 


dn2 e 
2239. | xe™ dx. 2242. V їех|дх 
: : 
2240. Vxsinx dx. ( 
j аг 2243. f arccos x dx. 
2x 0 
уз 


2241. f х2 cos x dx. 
è 2244. | x arctg х dx. 
0 


Să se calculeze, utilizind o schimbare de variabilă convena- ` 
bilă, următoarele integrale definite :. · 


1 în 2 
хк Ге Т ах 
2245. $ 2248. | Ve Тах. 
а 1 
2246. | xt (28:32 ах. » 2249. | аван A 
0 
0,75 d 
x 
Жэ | гаете 
i+ х? 


dx, punind x-i =f; 


1 
2250. Să se calculeze integrala f сй 


=l 
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a шини 
2251. Să se explice care sînt cauzele pentru care înlocuirea 
formală a fui x cu e(£) conduce la rezultate false, dacă: 


1 
a) | ах, unde f—x?; 
ES 3 


b) | гүн unde х= 1; 


E] 


dx : 
c) | тунх? unde х--4 


2252. Putem рипе in integrala 


3 " 
Gy 1—x? dx 
0 
х= sint? 
1 - 
2253. Putem lua in integrala $ V 1—x2dx drept noi limite nu- 


0 
merelez si = » dacă facem schimbarea de variabilă x= sin £? 


2254. Sá se demonstreze că dacă /(х) este continuă pe [a, b], 
atunci 
b 1 


VG dx = (0а) {аъ (6—2)) dx. 


a 0 
2255. Sá se demonstreze egalitatea 
a a? 
{х= f(xt) dx = 21 х/()4хо (а»0) 
0 0 


„~ 2258. Fie f(x) o funcţie continuă pe segmentul [А, B] > [а, b]. 
b 


d 


a 


Să se calculeze 20 f(x--y)dy pentru A—a < x < B—b. 


2251. Să se demonstreze că dacă f(x) este continuă ре [0, 1], 
atunci 
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x 


$ - i 
a) | леш x)dx— f (cos x) dx; 

0 0 
b) (x (inx) dx= 3 fina) dx. 
0 0 


2258. Sá se demonstreze că pentru funcţia f(x) continuă pe 
1-4, I], avem: 


Ї 1 
1) fr) dx — 28/9 dx, 
-4 0 


dacă funcţia f(x) este pară, si 


1 
2) $ fix)dx=0. 
-4 


dacă functia f(x) esie impară. Să se dea interpretarea geometricá 
a acestor fapte. 

2259. Să se demonstreze cà una din primitivele unei functii 
pare este o funcție impară si că orice primitivă a unei funcţii 
impare este o funcţie pară. 

2260. Să se calculeze integrala 

2 1 
{fix € dy, 


1 


2 
introducind o nouă variabilă 


i 
t=x+ ex 
2261. Să se facă in integrala 


2x 


6 ft) cos x dx 
d 


schimbarea de variabilă sin x=£. 


14 — Culegere de probleme şi, exerciții de analiză matematică 
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2262. Să se calculeze integrala 


ete 


unde n este un număr natural. 
2263. Să se calculeze 


x 


xsinx 
| Iros 
0 
2264. Să se calculeze integrala 


3 
i Р(х) 
\ тт (д ©% 
dacă 
: c4- 1)? (x—1 
fix) 5 x m L. 


2265. Să se demonstreze că dacă f(x) este o funcție con- 
tinuă şi periodică de perioadă T, definită pentru —co«x« + о, 
atunci 


a+T T 
| f(x)dx— (ло) ах, 
а 0 


unde a este un питат arbitrar. 
2266. Să se demonstreze cá pentru n impar funcţiile 


х х 
Е(х)= ( sixdx si G(x)= f cos” x dx 
0 0 


sint periodice de perioadă 27; iar pentru n par, fiecare din aceste 
funcții este suma dintre o funcţie liniară si o funcție periodică. 
2267. Să se demonstreze că funcția 
x 


Е(х)= |S) dx, 
f(x) fiind o funcţie continuă si periodică de perioadă 7, este în 
cazul general suma dintre o functie liniará si o functie periodicá 
de perioadă „Г. 
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Sá se calculeze integralele : 


і 2х 


2288. |х(2--х2 dx. ааа ено) 
\ (2—х2) ах 2275. ате ран" 
хах 
2269. Vr P. d 
3 2276. \ их сонх” 


(x In х)ах. 


2271. | sinx sin 2x sin 3x dx. 


х/х dx. 


* oa 2278. 
2272. бтүш=т GEI. 


-2 


(x sin х) dx: 


Com Omni Summa te 


2279. \ ex cos? x dx. 


2273. \ x5 fF 3x5dx. 


In 2 


Е 2280. | shix dx, 
: x 0 
arcsin | inde 


Sá se calculeze, cu ajutorul formulelor de recurenţă, integra- 
lele care depind de parametrul л, atunci cînd acesta ia valori po- 
zitive întregi: 


2274. 


Pi pi Sta 


2284. 1,-= | (1—х2"ах. 


2281. 1,-- Y siu" x dx. à 


2286. 1,— { х" (In x)” ах. 
0 


3 
| 
ó 
2282. 1,-- ( cos" x dx. 0 
ò 
f 
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PI наан: 
Sin x--cos x 


E: 
2287. 1 f 


Dacă /(Х)--7,(5)4-1/, (x) este o funcție complexă de varia- 


bilă reală x, unde Л (x) = Re f(x), Љ (х) =Imf (x) si i= 1-1, 
atunci prin definitie punem 


{л dx= Л о) г $ „бах, 


Avem evident 


Re Irw dx= f Re f (x) dx 


Im | fœ) dx= Í Im f(x) ах. 
2288. Să se arate, folosind formula lui Euler 


ei =cosx+i sin x, 


( ginxp--imx (х = 7 
$ т, dacă т=п 


(n si m fiind numere întregi). 
2289. Să se arate cá 


b 
b («til ij 

ТОН ME EFE 

PE 


a 


e | 0, dacă тэл, 
2 


(2 si B fiind constante). 
Sá se calculeze, folosind formulele lui Euler 


ЯГ аж. А Р x. = 
соз х== —5-(е®--е—®), sin x= -5y (e —eb), 


următoarele integrale (m şi n sînt numere întregi pozitive) : 
= 
2291. VA di 


0 


2290. | sin?" x cos? x dx. 


Soma 
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x 


2292. (eme dx. 2294. | sin" x sin nx dx. 
0 ( 


2293. f соз" x cos nx dx. 
0 


Sá se calculeze integralele (n fiind un număr natural) : 


2295. \ ѕіпл—! x сов(7--1)хах. 


„2296. \ соѕ"—! x sin (n-- 1) x dx. 


А 


a 


2297. V e—ax cos? x dx. 


[E EI 


2 
2298. f In cos x«cos 2nx dx. 
0 


2299. Aplicind de citeva ori succesiv metodă integrării 
prin părţi, să se calculeze integrala lui Euler: B(m, п)= 
1 


-— fan (1 —x): dx, unde m şi n sînt numere întregi pozitive. 
д 
2300. Polinomul iui Legendre Р, (х) este definit de urmă- 
1 а 2 n 
-— — eO, 1, 2,...)- 
agale] (0—0, 1, 2,..) 
Să se demonstreze că 


toarea formulă: Р, (х)= 


0, dacă mæn," 


1 
) PaO P a) dx=) 2, dacă т=п 
Рег n4 * 


2301. Să presupunem că funcția f(x) este (propriu) integra- 
bilă pe [a, b] şi că F(x) este o astfel de funcţie încît F' (x)= 
—f(x) peste tot in [a, b], exceptind poate un număr finit de 
puncte interioare с: (1—1,...,р) şi punctele a si b, unde funcția 
F(x) are discontinuități de prima speţă (primitivă generalizată). Să 
se demonstreze că 

p 


b 
(по) а (0—0)—F (a--0)— Y [F (+ 0)—F (i—OJ. 


a i=l 
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2302. Să presupu ă i " 
bili pe телш E M uu m F(x) este (propriu) integra- 


F(x)- C + | f(x) a 


este integrala ei nedefinită. 
Să se demonstreze că functi 
e ‹ unctia F(x) este continuă şi cà 1 
punctele în care funcţia /(x) este continuă are loc i și ER 
F'(x) — f(x). 


Ce se poate spune des iv; ЭР 9 
de discontinttitate is erga funcţiei F(x) in punctele 


Să se studieze exemplele: 


1 
a) Hi n | =1 (л== +1, +2,...) şi f (x) —0 pentru xxl. 
b) f(x)--sgnx. 5 
Sá se calculeze i ini ” 
Фоа, ze integralele nedefinite ale funcţiilor mărginite şi 


2303. | sgn x dx. 2306. Vx[x]dx (х..0), 


2304. $ sgn (sin x) dx. 2307. { (—1) lax. 


2305. \ [dx — (x20). 


1, dacă |x| «4, 
0, dacă |x| >. 


Sá se calculeze i ini 
: 'ze integralel Ч ЭРГЭЛЭЭ” 
discontintie : 8 e definite ale funcţiilor mărginite si 


2308. | f(x) dx, unde f(x) "i 
0 


N 
25 
© 


C tuyo 


6 
sgn (x—x?) dx. 2311. $[x]sin Z dx. 
0 


2 


Їех| ах. 2312. | x ѕоп (cos x) dx, 


Бі 


2313. | In[x] dx, unde n este un număr natural. 


му 


"i 


M 


" NC ik — 


1 
| 


S 


MUERE 
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1 


2314. f sgn [sin (In x)] dx. 
0 
2315. Sá se calculeze $ |cosx| sin x dx, unde E este mulțimea 


E 
acelor valori ale segmentului [0, 4x] pentru care expresia de sub 
semnul integrală are sens. 


8 3. Teoremele mediei 


1°. Valoarea mediea unei funcții. Numărul 


t-—7 T 


міл LM 00d 


a 
se numeşte valoarea medie a functiei f (x) in intervalul [a, 5]. 
Dacá functia f (x) este continuá pe [a, 5], atunci există un număr c € (a, b) 


astfel încît 
M[f]—f (0. 


2» Prima teoremă a mediei. Dacă: 1) funcţiile f(x) si ф(х) 
sint mărginite si integrabile pe segmentul [a, b]: 2) funcția c (x) nu. schimbá 
semnul pentru a<x<b, atunci 

b b 
{7 (х) ф(х) axle to dx, 
a à a 
unde mayuzM si m= inf f(x) M= sup, 7093 3) dacá in plus functia 
а<х< 


a<x<b «b 
f(x) este continuă pe segmentul [a, b], atunci u=f (c), unde azc«b. 
3°. A doua teoremă a mediei. Dacă: 1) funcțiile f(x) şi Ф (х) 
sînt mărginite si integrabile pe segmentul [a, b]: 2) funcția e (х) este mono- 


tonă pentru a<x<b, atunci 
b 


= 


5 
(лб е dee (0+0) V C9 die 0-0)/ (х) ах, 
а а $ 
unde a<g<b; 3) dacă în plus funcția с (х) este monoton descrescătoare (în 
sens larg) si nenegativă, atunci 
b 


H 
{ләә (x) ах= $ (4-0) {озах (azzzb); 
a a 


3') dacă funcția o (x) este monoton crescătoare (în sens larg) şi nenegativă, 


atunci 
b 


b 
{ле s(x) dx= (ф—0) {ло dx 
a H 


(azzzb). 
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2316. Să se determine semnele următoarelor integrale definite : 


2x 2 
a) {хз x dx; c) | хз2*ах; 
0 


E 


2 Pi „d 
b) (sra d) (2 Im x dx. 
0 4 


2 
2317. Саге аш integralele de mai jos este mai mare. 


x 


2 
а) \ sinlxdx sau { sin2x dx? 
0 


c 
= 


0 ota 


1 
e—'dx sau {е—=ау? 
0 


х 2х 

с) fe cos?xdx sau fe соз? x dx? 
0 x 

2318. Să se determine 


valorile medii ale funcțiilor de mai jos 
in intervalele indicate: 


a) f(x) -x? în (0, 1]; 
b) (х) Yx in (0, 100]; 
С) /(х)--10--2 sin x+3 cos x in (0, 27]; 
d) f(x)—sin xsin (Х4-9) in (0, 27]. 


2319. Sá se calculeze valoarea medie 


e a lungimii razei vectoare 
îocale pentru elipsa 


Бев 220.2, 
1—2 cos о 


(0<е< 1). 
2320. Să se calculeze valoarea medie a vitezei 
cade liber, viteza sa iniţială fiind Ug. 
2321. Intensitàtea unui curent alternativ variază după legea 


1-4, эш (257 +), 


corpului care 


unde i, 
țială. Să 
tului, 


este amplitudinea, ?—timpul, 


T —perioada si ẹ—faza ini- 
se calculeze valoarea medie 


a pătratului intensității curen- 


j 


gi k 


47 
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2322. Fie 


x 
| F а xf (6x). 
d 
Să se calculeze 0, dacă: 
а) 0) = (n»—1); 
b) f i rem і; 
с =é, E ED 
Care ыг Са lui lim Й iL fen e B 
Să se evalueze integralele, folosind prima teoremă a mediei: 
А 100 
e 
due „аһ 2825. $5 
2323. | 14-0,5 cos х | x+ 100 
0 


2x x 


dx. 


1 
x? 
—— dx. 
2324. ! "Hu 
2326. Sá se demonstreze egalitátile : 


a) lim faxo; b) lim ( sin" x dx — 0. 
пә ке хэс 9 к 75 7 " 
; ă je continu. , b], 
esupunem că f(x) este o funcţie continuă pe 
vid mie d = [a, 5] şi derivabilă in (a, D) şi cá, in plus 
"S p'(x)}œ0 pentru a«x«b. 
Sá se demonstreze a doua teoremá a gen эвий o inte- 
rare prin párti si folosind prima teoremá а medie © — 
: Sá se evalueze, folosind a doua teoremă a mediei, integ 


200x 
2328. (E dx. 
100x 
b 
2329. V sin xdx (0—0; 0<a<b). 
a 
* b 
2330. | sinx? dx (0<a<b). 
a 
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219 
INTEGRALE IMPROPRII " 
| e formulează criteriul lui Cauchy pem 
ESTE Ir aaa ern tá. Dacá |f(x)| este 
2331. Să presupunem că funcţiile o (x) şi (х) sint integrabile tipul (2). ре —— absolu E Duet | ste 
in intervalul [a, 5] împreună cu pătratele lor, Să se demonstreze 39. Criterii poe corespunzătoare. (1) sau em 
inegalitatea lui Cauchy- Buniakovsri impropriu integrabil, ite la со Ой tz me 
b b b numeste absi qi eren 
i arafiei. |. pen 
eriul comparafi i 
(Ve G)v 69 dx } ewa | үгс) ds. 1 Стени 1 AR 
n е Ч Dacá f F (x) dx este converg " ) 
2332. Fie о funcție (x) “continuu derivabilă pe segmentul 3 | жин 
la, b] si f(a)=0. ! vergentă. — Ten 
Sá se demonstreze inegalitatea ; | Criteriul compar 3 t : Niere ui ҮХЭН 
| i р(х) ах au 
е А i integra pax si Vo 
M с (b—a) лг) ах, ин | la atunci integralele | Ф Бинии 
| T iJ e 
: i sta are loc dacă ф(х) ~o (х) pen! 
B ЕГ Criteriul comparafiei Ш. a) Fie 
M= sup | f(x). n 
Neu ft )] f()=0* | pentru X-»--co 
й i divergentá 
Bn" Se 1) este convergentă dacă р>1 si este 
Т In cazul кеа integrala (1) 
( B dacă р=1. : 
lim | SX ay..g (020): b) Fie 1 x->b—0. 
* | *[————-| pentru >i 
a i f(x)=0 | (6—х)? SON 
2 2 
| | ste convergentă dacă p<1 si este 
= us Бан în cazul acesta integrala (2) e: Ө ilis 
5 с n | : min аа pee Ка du" are o primitivá 
1°, Integrabilitatea improprie a funcțiilor. Dacă funcția °, Un criteriu sp entru x-»--co şi 2) funct 
Ў (x) este integrabilă în orice interval finit (a. b), punem prin definiţie ade цацал цар 
1 m márginitá 
f Јах) =х lim fræ dy. " 
à oor 2 


x 
Е (х= SSO 
а 
Dacă funcția f(x) nu est atea punctului b Si este atunci integrala 
întegrabilă în fieca (s20), punem 


b—z 


© mărginită în vecinăt 
re interval (а, b—zs) 


+= 
(rww dx 


a 
(2) on tă. 
к t convergen 
"PM а А а : rgentá, în genere însă, nu absolut c 
Dacă limitele (1) sau (2) există, spunem că integrala respectivă este este converg; integralele 
convergentă, în caz contrar Spunem că integrala este divergentă. In particular, ned 
2" Criteriul lui Cauchy. Pentru ca integrala (1) să tie conver- d i sinx (a>0) 

gentă este necesar și suficient са pentru orice s>0 să existe un număr b=b (e), COSA qx si ( p d 
astfel încît pentru orice 0730 si 0"» să fie satisfăcută inegalitatea xP 1 g € 

br a 

1 Рох) dx ie, 


br 
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5°, y r inci 
t aloarea principală in cá 


c—e 
b 
fra și 
$ f(x) ах 
vom înțelege prin valoa inci; 4 M 
rea principală în Sensul lui 
: Sul [ui Cauchy (v, P.) numărul 
8 а: 


v. p. yo 2211 f(x) dx 1223 


I 
п mod analog, ct. 
+o 


V. p. = li ( 
ELLE Freax. 
—a 


Să se cal 2 Si 
cul 
m eze integralele : 


2334, (а с 
^ ! ї (a0) y эм, Ў а 
1 i+ 
y 2885. Ș inc ax, +o 
5 * 2341 х2+1 
+= А Edge 
«2336, | 4x f xp i 2 
yx 1 
у 2337. f dx E (2—х) үҮ1-х 
- Vi~ +o 
+оо 2343. f ане. NN 
Y 2338. f dx : х Ү1-2х5--х 0 
2 Бет X +o 
"e 2344. ESI 
Y 2339, dx Ч ! (1-гдар dx. 


C Ox? ` += 
23. атс 
ыг E dy, v 
9 (14x52 


+o 3 
2349. e—ax 
etes (a0). 


2947, (ы 
fe * sin bx dx (a0). 
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Să se calculeze, cu ajutorul formulelor de recurenţă, următoa- 
rele integrale improprii (n fiind un număr natural) : 


G 


+® 


v^ 2348. 1,- Vote dx. 
0 
+= 


2349. 1, f 


—2 


dx 2 
(ax2+2bx+c)" C Bed 


E 


2350. 1,- | 


1 


ах р 
х(х-1)..4(Х--0) 


х" dx 


I 
2351. 1,-| HERE 


0 
{ : 

2353. а) f Insinxdx; b) f In cos x dx. 
0 0 


Me 
2354. Sà se calculeze 


Xa. 5 
( гена. 
i Үѕіп х 
unde Е este mulțimea valorilor lui x din intervalul (0, +), pentru 
care expresia de sub semnul integrală are sens. 
2355. Să se demonstreze egalitatea 


+% 


0 
unde а>0 şi 020, presupunind cá integrala din membrul al doilea 
al egalităţii are sens. 

2356. Numim valoare medie a funcției f(x) în intervalu 


Я 
E» “гээв i Sram 


(0, +œ) numărul 
x 


M[f]- lim ={/®® 


+o 
0 
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Să se calculeze valorile medii ale următoarelor funcții: 


a) f(x)=sin? x- cos? (x 2); 
b) f(x)=arctgx; c) f(x)= lx sinx. 5 
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In (sin x) dx 
* 


8 
9 
qot ws. 


dx Ч dx 
2357. S& se calculeze: х эп. | xx 2344; | x? Ind х 
. 4 1 
х N 
1 {И at == Р Ч ах 
. AN dx. ERN 22 өнд 
a) limx (52- cost л. b) lini zi 2312. x А 2375. ( ЖР (in ху (In in ху 
Х X0 0 3 
+% C 4o 
V тега 1 dx 1 
с) lim > 1 d) lim xe (0 qr. 2316. | |х-а/Р | x—a, Ё2...| х--ад fn 
хэ0 mÈ o. хөр d Ё ms 
x 


unde «>0 si f(t) este о funcţie continuă pe segmentul (0, 1]. 
Să se studieze convergenfa integralelor : 


+o 
м 2361. je e dx. 
1 
2362. {> Ing T dx. 
з 


(л 0). 


3. ( X dx 
236 үт 


+= 
n i n linoame prime 
2371. VEG ® unde Р(х) si P, (x) sint poli p 


între ele, avînd respectiv gradele m si n. 
li Sá se studieze convergenfa absolută si convergenta simplă a 


următoarelor integrale: 
To 


+o 
2364. | a (az0). 
0 


ЭЭ 2318. ( ми ах, 
2365. f In гсэн ах. ; 

5 i Indicatie. |sinx| > sin? x. KT 

[ЕРЕ “үз P sin x 

mu Үхсов x 2381. (s dx (0.0) 

ний нг шып. 2379. | EDT E 

t те re sin [++ — | 
2307. )us dx — (n0). 2380. | х”вш(х)4х (090). ones ЕЕ 

5 0 


Pn GO sin x dy. 
2368. ї t 2383. [ ELO sin 
0 


unde P, (x) si P, (x)sint polinoame întregi si P, (x) > 0 dacă x > 0. 
m 


2 t г ă ărat 
2369, f : dx 2384. Din convergenta шеге) f f(x)dx rezultă oare neap 
р Sin? x cos? x „că f(x)-0 pentru x+ оо ? 
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Să se studieze exemplele: 
+o 
b) 1-9 ax. 
0 
2385. Putem considera oare integrala improprie convergentă 


a) 1 sin (x2) ах; 
0 


b 


(ло) ах 


а 


а unei funcții nemărginite f(x), definită pe [a, b], ca fiind limita 
sumei integrale corespunzătoare 


n=l 

à f&)Ax, 

unde x, E zx, 8 AX? 
2386. Să presupunem că 
+ co 


| Fax (1) 


a 
este convergentă si că funcţia ф(х) este mărginită. 
Rezultă oare de aici convergen(a integralei 


+o 
| /а) ф(х) dx? (2) 


a 
Sá se dea un exemplu. 


., Ce se poate spune despre convergenta integralei (2) dacă 
integrala (1) este absolut convergentă ? 
+оо 


2387. Sá se demonstreze cà dacá f f(x)dx este convergentă 
şi f(x) este o funcție monotonă, atunci f(x) —O 1), 


2388. Să presupunem că funcția f (x) este monotonă în interva- 
lul O-Cx 2 1 şi că nu este mărginită în vecinătatea punctului х--0. 
Să se demonstreze că dacă există 


1 
Vo dx, 


€ 
кашу SI ae 


za EEE ea a 


Iia pna a SERRE EE A E E EO R BURGOS NE 


x 


ch 


3 
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o 


atunci : : 
k 
lim 2 lui = 11253) ах. 
no "ОД 0 _ 
2389. Să se demonstreze că dacă funcţia f(x) este monotonă 


în intervalul O<x<a şi există 
a 


anf (x) dx, 
0 
tunci 
m lim xe + f (x) =0. 
x30 
2390. Sá se arate cá 
1 +2 
a) v. p. {2-0 b) v. p. È 42-0; 
ES 
E 
с) v. p. f sinx dx —0. 
2391. Sá se demonstreze cá pentru х0 există 


x 


lix=v. "Ad 
0 


Să se calculeze următoarele integrale : 


+o +o 
i+x 

2392. v. р. $ ry 2394. v. p. | E5 ах. 

0 =% 

‚2 += 
2393. у. р. др 2395. v. p. H arctg x dx. 

1 

E 


8 5. Calcului ariilor 


1°. Expresia ariei în coordonate rectangulare. Aria 
S= A,AJB,D, (fig. 10), mărginită de curbele continue y=y; (х), у=у»(х), 
(yo (x)=7; 00) si de dreptele x=a, x=b este egală си 


b 
S= {009—9 dx 


15 — Culegere de probleme şi exerciţii de analiză matematicá 
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2 Expresia ariei mărginită de o curbă dată sub 
formă parametrică. Dacă х=х (0), y=y (t) (0214 T] sînt ecuațiile para- 
metrice ale unei curbe C simple, închise, netede pe porțiuni, lăsînd la stinga 
aria S (fig. 11), atunci 


Eos T 
S=- E (1) x' () а= | x (D y' (b dt, 
0 


sau ш 
T 


{оу 67x ayaat 


СЕ 
TUB 


S 


© 


33 


ai 
сэ 


SS 


Fig. 11 


Fig. 12 Fig. 13 


3°. Expresia ariei în coordonate polare. Aria 8-0АВ 
(fig. 12), mărginită de curba continuă r=r (e) și de două semidrepte c—« si 
= 8, este egală cu " 


1 
$= +f т (9) de. 


a 


2396. Sá se demonstreze cá aria segmentului drept al para- 
bolei este egalá cu 


S= $ bh, 
unde b este baza si л înălțimea segmentului (fig. 13). 


1,2400. y-|lgxl, y=0, x=0,1, 
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Să se calculeze ariile mărginite de următoarele curbe date în 
coordonate rectangulare!) : 


: 2397. ax«y?, 
; 2398. y=x?, 
2399. у--2х--х2, 


ay-x?. 
х+у=2. 
х+у=0. 
х= 10. 
(0х т). 


y -2401. y-x; 


Iu. y= ==, 


y-x--sin?x 


2404. y? = x? (a? — х2). 
2405. y?—2px, 21руд--8(х- p). 
2406. Ax?--2Bxy -- Cy? -1 (AC— B* 0), 


2407. у?-- z% (cisoidà), х--2а. 


2408. ха ETE. _ ү a?—y?, y=0 (tractrice). 


2409. y?— £ 


= (x>0; п> —2). 


2410. у=е-х sinx, у=0 (х0). 
2411. 


x*--y?—8? 


In ce -raport împarte parabola y?—2x aria cercului 


2412, Sá se exprime coordonatele punctului М (x, у! de pe. 
hiperbola x?—j?—a? în funcţie de aria sectorului hiperbolic „ 


1) In acest paragraf, cum si în celelalte paragrafe ale cap. IV, vom con- 
sidera toți parametrii pozitivi. 
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S—OM'M, mărginit de arcul hiperbolei ММ şi de două raze 


OM şi OM', unde М (x, —y) este punctul simetric lui M faţă de 
axa Ox. 


Să se calculeze ariile mărginite de curbele scrise sub formă 
parametrică: 


"T з x=a(f— sint), y-—a(1—cosf) (0.7 2228) (cicloidă) 
2414. х=21—Р, у--2Р--8, 


, 2415. x—a (cost--tsinf), y—a (sin—t cost) (0 <t <27) (des- 
fágurata cercului) si x—a, y £0. 


2416. х= а (2 соѕ?—соѕ 20), y—a (2sin t—sin 2). 
2 2 
2417. x= = cos? t, у= 5 Sin? (c2= a?—b?), (evoluta elipsei). 
Sá se calculeze ariile S, mărginite de curbele scrise in coor- 
donate polare: 
2418. 1?— a? cos 27 (lemniscata). 


2419. r—a(1--cosc) (cardioidă). 
2420. r—(ü'sin3e (roza cu trei foi). 


2421. r— i-es; (parabolă), Ф—-р' ti 
2422. r= сер (0<e<1) (elipsă). 


2428. г--асо8 ф, r—a(cose--sinq) [a 0) є). 
2424, Să se calculeze aria sectorului mărginit de curba 


ф=гагсіс г 


şi de razele Ф--0 si g= -7 


үз 
2425. Să se calculeze aria mărginită de curba închisă 
"са zi 


Тэрэн” рүш 
Să se calculeze, trecînd la coordonate polare, ariile mărginite 
de curbele : 
2426. x3--y3—3axy (foliul lui Descartes). 
2421. x*--y*— a? (x?4- y?). 
2428. (x?-- y? —2a?xy (lemniscata). 


SS 


Lo 
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Aducind ecuațiile la forma parametricá, să se calculeze ariile 
mărginite de curbele : 


2 2 2 
2429. x? у? — a? (astroidă). 
2430. x'--yt—ax?y. s 


indicație. Se va pane y-íx. 


5 6. Calculul lungimilor arcelor 


1°. Expresia lungimii unui arc de curbă în coordo- 
nate rectangulare. Lungimea unui segment de arc el unei curbe 
netede (continuu derivabile) 


у=у(х) (0=х=0) 
b 
s= n Xy?) ах. 


a 


este egalá cu 


2*. Expresia lungimii unui arc decurbá scrisá sub 
forma parametrică. Dacă curba C este dată de ecuațiile 


xzx(f) у=у(0) (4121) 


unde functiile x (D, y (f) sint continuu derivabile pe segmentul [tẹ Т], lungimea 
arcului de curbă C este egală cu 


d 
x= \ Y 32 (Ө-у* () dt. 
to 


3°. Expresia lungimii unui arc de curbă în coord o- 
nate polare. Dacă 
r=r (к) (02), 


unde funcția г (2) este continuă împreună cu derivata sa r'(g) pe segmentul 
[&, $], lungimea arcului de curbă corespunzător este egală си 


В 
s= | Y r? (9) r^ (5) de 
a 
Despre lungimile arcelor curbelor strimbe v. în cap. ҮШ. 


Să se calculeze lungimile arceior următoarelor curbe : 
3 


2431. ух? (Ох 24). E 
2432. y?—-2px - (0zxzxg). 
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—- P 

Bn" y=ach -m de la punctul A(0, a) pînă la рпеш 

2434. y—e* » (0 £x zz xy. 
1 2 1 

2435. x= EE -y Шу (1 yz e). 


2 
2436. уаш = (Oz xz b<a). = 


2437. y—Incos x (o x a« =). 


2438. х=аш LEVEE praz ya 


2439. y= 7 [0х a) 


2 2 2 
2440. х? ку? —a? (astroidă). 

208 t s 
2441. x— 7908 у= гу 984, с2=а2—0° (evoluta elipsei). 


2442. х--асовЧ, y-asin'f. 
2443. x—a(t—sint, y—a(1—cost) (0 tz 22). 


2444, x—a(cost--tsinf), y=a(sint—t (1225 
(desfăşurata cercului), di | VEA BER 


2445. x—a(sht—f), y—a(cht—1) (0 tz T). 
2445. гаф (spirala lui Arhimede) pentru 0 cz 2z. 
2441. r—ae"* (m:>0) pentru O<r<a. илла 
2448. r—a (1--cos c). 


ÁN 
2449. imber [lelz 3): 
2450. r—asin? -2-. 
2451. геа (0. e 27). 
1 
2452. c — xt 4 (1 r3). 


2453. Sásse demonstreze cá lungimea arcului elipsei 
x=acosf, . y=bsinf 


ла» ы sa, апал, уды, 


3 
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tatii 


este egală cu lungimea unei unde sinusoidale p=c sin X unde 
с=1 a2—b2, 
2454. Parabola 4ay—x? se rostogoleste pe аха Ox. Să se 
demonstreze cá focarul parabolei descrie lántigorul. 
2455. Să se determine raportul dintre aria mărginită de bucla 
curbei 
y= +4 —x] Vx 


şi aria cercului al cărui contur are aceeași lungime ca şi conturul 
curbei. 


S 7. Calculul volumelor 


1°. Expresia volumului unui corp atunci cînd se Cu- 
nosc secțiunile sale transversale, Dacă volumul V al unui 
corp există si 8-:5(х)|442х:20) este aria sectiunii corpului determinatá de 
pianul perpendicular pe axa Ox in punctul x, atunci 


b 
у= |8004х. 
а 
2°. Volumul unui corp de rotație. Volumul corpului format 
prin rotația în jurul axei Ox a supratetei 
azxeb, 0=у=у(х), 

unde у(х) este о funcție uniformă si continuă, este egal cu 

b 

Vaza t o9 dx. 


a 


In cazul mai generel avem pentru volumul corpului format prin rotația în 
jurul axei Ox a suprafeței аг2Х:20, уу (x) у=) (х), unde у, (х) şi ух (х) sint 
functii continue nenegative, expresia 
h € 
үеа(0369-0100| ax. 


a 


2456. Să se calculeze volumul unui pod a cărui bază este un 
dreptunghi de laturi a şi b, a cărui muchie supericará este c şi а 
cărui înălţime este Л. 
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2457. Sá se calculeze volumul obeliscului ale cărui baze para- 
lele sînt dreptunghiuri cu laturile A, B şi a, b şi a cărui înălţime 
este Л. 


2458. Să se calculeze volumul trunchiului de con ale cărui 
baze sint elipse си semiaxele А, B si a, b si a cărui înălțime 
este Л. Se 


1 2459. Să se calculeze volumul paraboloidului de rotaţie a 
cărui bază este S si a cărui înălţime este Н. 
.. 2460. Să presupunem că aria 5—5 (x) a secţiunii transversale, 
perpendiculară pe аха О,, care se duce printr-un corp al cărui 
volum poate fi calculat, variază după legea pătratică 


S (x) - Ax2+ Bx--C [az х8), 
unde A, B si C sint constante. 
Să se demonstreze cá volumul acestui corp este egal cu 


ү rd [s (a) зЯВ Р| 80) 


unde Н-2--а (formula lui Simpson). 

2451. Să presupunem cá un corp este alcătuit din mulţimea 
punctelor М(х, y, 2), pentru care 0-22221, iar 02хг21, Ozzy, 
dacă z este rational, 51-4122Х20, -122у220, dacă z este ira- 
tional. Să se demonstreze că volumul acestui corp nu există, deşi 
integrala corespunzătoare are valoarea 


1 
{5(шаг=1, 
d 
Să se calculeze volumele corpurilor mărginite de următoarele 
suprafețe : 


. 2462. JL =l, za 5x, 1-0. 


a? a 
N 2463. E t 38 + 3 =1 (elipsoid) 
М x. MN 22 i 
Vh woo. 8-6 


^ 2405. x*jzt—a^ pap, 
1 2466. x? LyMpzhi—ah х2--у?--ах. 
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< 
—2497. 2—b(a—x) x?--y?—ax. 


ү: 2 
x? 


— 2408. 27 + и =! (02-2). 


—2469. x +y+z2=1, х-0, у=0, 2—0. 
—2470. х?-„у?--2?-„ху--у2--2х=а?. 


2471. Să se demonstreze cà volumul corpului format prin rota- 
fia în jurul axei Oy a suprafeţei. 


azxzb, Ozyzylix) 
y(x) fiind o funcţie continuă şi uniformă, este 
к b 
0,25 xy (x) dx. 


Să se calculeze volumele corpurilor mărginite de suprafețele 
obținute rotind următoarele curbe : 


2 


i 2472. y=o[5) (0г22хг20) (neiloid) în jurul axei Ox. 


27 2473. y=2x—x2, у=0: a) în jurul axei Ox; b) în jurul 
^ axei Oy. 


? 2474, y—-sinx, y=0 (0x7): а) în jurul axei Ox: b) în 


jurul axei Oy. 
^ 2415. y=b (у, y-bi: a) in jurul axei Ox; b) in jurul 
axei Oy. : 
— 2476. y-e—, y=0(0zcx< + oo): a) în jurul axei Ox; b) în 
jurul axei Oy. 

477. х2--(у--0у--а2(0-га222) în jurul axei Ox. 

2478. x)—xy--y?—a? în jurul axei Ox. 

- 2473. y=e* sin х (0х + фо) în jurul axei Ox. 

2430. x—a (t—sint), у--а(1--с081)(0:22225), у=0: 2) in 
jurul axei Ox; b) în jurul axei Oy; c) in jurul dreptei y—2a. 

2481. х=аѕіпзі, y—b cos? t (0 <t < 21): a) în jurul axei Ох; 
b) їп jurul axei Oy. 
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_ _ 2482. Să se demonstreze că volumul corpului format rotind 
în jurul axei polare suprafața 


Ош фе Ст, 0zrzr(q) 
(v si r fiind coordonatele polare), este 


p 
2x 
лэ 7 {з (e) sin ọdọ. 


Să se calculeze volumele corpurilor care iau naşt i 
$ um ere prin 
rotatia suprafetelor de mai jos, date in coordonate plis : 
2483. ї--а(1--с089)(022ф2028): a) in jurul axei polare ; 
b) în jurul dreptei r cos c — — F 
2484. (x? +- y2} — a? (у? —y2): a) în jurul axei Ox; b) inj 
axei Oy; c) în jurul dreptei y-x. : дасан 
эвэр Se va trece la coordonate polare. 

„Să se calculeze volumul corpului i i 
"s pului format prin rotatia 
aztrza|2sin2z 

în jurul axei polare. 


8 8. Calculul ariilor suprafeţelor de rotație 


Aria suprafeței, obținută prin rotirea i în | 
aei ыг. гер t pi rea unei curbe netede AB in jurul 


P-2z | y ds, 
А 
unde ds este diferenţiala arcului. 


Să se calculeze ariile supratetelor obținute rotind următoa- 


rele curbe : í 


| [x 
+ 2486. y=x | + (02х2а) în jurul axei Ox. 


2487. ў=а cos 2: (1.26) în jurul axei Ox. 


2488. y=tgx (02х241| în jurul axei Ox. 
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2489. y?-2px (02х22ху):а) în jurul axei Ox; b) în jurul 
axei Oy. idi 
ТЭМ 
2490. х1 (0-0 2а): a) їп jurul axei Ох; b) în jurul 
ахеі Оу. 
2491. x2+(y—b)'=a2(b > a) in jurul axei Ox. 
2 2 2 


2492. х? фу? ca? in jurul ахеі Ox. 

2493. y=ach х (|x|zb): a) în jurul axei Ox; în jurul 
axei Oy. 

2494, + x —aln 


2495. x=a (t— sin t), у=а (1 — cost) (021202): a) în 
jurul axei Ox; b) în jurul axei Oy; c) în jurul dreptei y=2a. 

2496. x=a cos3t, y=asin3t în jurul dreptei y— x. 

2497. г=а (1--cos Ф) în jurul axei polare. 

2498. r2=a2cos 24: a) în jurul axei polare; b) în jurul axei 


/'a3—y? -7—5 + И 
6 а2—у? in jurul axei Ox. 


Ф=5; с) în jurul axei p= > 
2499. Un corp este obtinut prin rotatia їп jurul ахеі Ох а 
figurii mărginite de parabola ау--а2-х2 si de аха Ox. Sá se 
calculeze raportul dintre suprafaţa corpului de rotaţie si suprafața 
sferei echivalente. 
2500, Figura mărginită de parabola y?—2px şi de dreapta 
x=% se roteşte în jurul dreptei y=p. Să se calculeze volumul şi 


suprafața corpului de rotație. 


§ 9. Calculul momentelor, Coordonatele centrului de 
greutate 


1°. Momente. Dacă masa M de densitatea p=p(y) umple un anumit 
continuum mărginit o din planul Оху (о linie, un domeniu plan) şi dacă 
w=w(9) este măsura corespunzătoare (lungimea arcului, aria) a acelei părți 
din domeniul 9, ordonatele căreia nu depășesc pe y, atunci momentul d 
ordinul k al masei M în raport cu axa Ox se numește numărul A 


n 
Мұ= т Y год ao 99 dot (c0, 1, 2... 


шах Аур»0 р Q 


| 
| 
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In particular, pentru &—0 avem masa M, pentru k=1 avem momentul 
static, pentru k=2 — momentul de inerție. 


In mod analog se definesc momentele masei față de planele de coor- 
donate. 


Dacă p=1, momentul corespunzător se numește momentu. geometric 
(momentul liniei, ariei, volumului etc.). 


2°. Centru de greutate. Coordonatele centrului de greutate 
(Xo, Уо) al unei figuri plane omogene S sînt date de formulele 


мо ме 
Xp Jo 


$ $ 


unde MO, Mf? sint momentele statice geometrice ale ariei S în raport cu 
axele Oy şi Ox. 


2501. Să se calculeze -momentul static şi momentul de inerție 
al arcului de semicerc de rază a, în raport cu diametrul care trece 
prin extremităţile acestui arc. i 

2502. Să se calculeze momentul static si momentul de inerție 
al unei plăci tritug.iulare omogene avînd baza b şi înălţimea h, în 
raport си baza (р=1). 

2593. Să se calculeze momentele de inerție aie unei plăci 
eliptice omogene cu semiaxele a şi b în raport cu axele ei prin- 
cipale (p— 1). 

2504. Sá se calculeze momentul static si momentul de inertie 
al unui con circular omogen avind raza bazei г si înălţimea h, în 
raport cu planul bazei acestui con (р--1). 

2505. Să se demonstreze prima teoremă a lui Guldin: aria 
suprafeţei obţinută rotind arcul C în jurul unei axe care n-are 
puncte comune cu C este egală cu lungimea acestui arc înmulțită 
си lungimea cercului descris de centrul de greutate al arcului C. 

2596. Să se demonstreze a doua teoremă a lui Guldin: volumul 
corpului obținut rotind suprafaţa S în jurul unei axe care n-o 
intersectează, este egal cu produsul dintre aria S şi lungimea cer- 
cului descris da cenirul de greutate al acestei suprafeţe. 

2507. Să se determine coordonatele centrului de greutate al 
arcului de cerc: x=acose, y=asine (|p|zazz). 

2508. Să se determine coordonatele centrului de greutate al 
suprafeţei mărginite de parabolele ax=y?, ау--х2 (a>0). 

2539. Să se, determine coordonatele centrului de greutate al 
suprafeţei il (02хд20а,02у20) 
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2510. Să se determine centrul de greutate al unei emisfere 
omogene de rază a. 


2511. Să se determine coordonatele centrului de greutate 
C (zo, ro) al arcului ОР de pe spirala logaritmică г= ает» (т:-0) 
de la punctul О (—c», 0) pînă la punctul P (е, г). Care este locui 
geomeiric al punctului C cînd punctul P se mişcă pe curbă? 

2512. Să se determine coordonatele centrului de greutate al 
suprafeței mărginite de curba r— a (1--coso)^ 

2513. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate al 
suprafeței mărginite de primul arc al cicloidei х=а (t — sint), 
у=а(1— соз?) (0 < t< 27) si de аха Ox. 

2514. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate al 
corpului care ia naştere prin rotația suprafeței Oz x< a; y£2px 
în jurul axei Ox. 

2515. Să se calculeze coordonatele centrului, de greutate al 
emisferei x2+ y?--22— a? (2 œ 0). 


8 10. Probleme din mecanică si fizică 


Să se rezolve următoarele probleme, construind sumele inte- 
grale corespunzătoare şi determinînd limitele lor. 


2516. Să se calculeze masa unei bare de lungime /—10 m, 
dacă densitatea liniară a barei variază după legea 8--6--0,3 x kg/m, * 
unde x este distanța de la una din extremităţile barei. 

2517. Ce lucru mecanic trebuie cheltuit pentru a ridica un 
corp de masă m la înălţimea A deasupra pămîntului, considerind 
cá raza pămîntului este R? Care este valoarea acestui lucru 
mecanic, dacă corpul se depărtează spre infinit? 

2518. Care este lucrul mecanic pe care-l cheltuim pentru а 
întinde o vargă elastică cu 10 cm, dacă forța de 1 kg întinde 
această vargă cu 1 cm? 

Indicatie. Se va folosi legea lui Нооке, 

2519. Un cilindru de diametru 20 cm şi lungime 80 cm este 
umplut cu vapori sub presiune de 10 kg/cm?. Ce lucru mecanic 
trebuie să cheltuim pentru a micşora volumul gazului de două ori, 
considerînd că temperatura gazului rămîne constantă ? 

2520. Să se determine presiunea apei pe un perete vertical, 
avind forma unui semicerc de rază a al cărui diametru se află pe 
suprafaţa apei. 
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2521. Să se determine presiunea apei pe un perete vertical, 
avînd forma unui trapez a cărui bază inferioară este a=10 m, 
baza superioară este b=6 m şi înălţimea este h=5 m, dacă nive- — 
lul de scufundare al bazei mari este c=20 m. 


Formind ecuaţiile diferenţiale corespunzătoare, să se rezolve 
următoarele probleme : 


2522. Viteza unui punct variază după legea: 
U —Ug- at, 


Ce drum parcurge acest punct în intervalul [0, 7]? 


2523. O sferă omogenă de rază R Si de densitate 2 se roteşte 
în jurul diametrului său cu viteza unghiulară о, Să se calculeze 
energia cinetică a sterei. 


2524. Cu ce forţă atrage dreapta materială infinită de densi- 
tate liniară constantá egală си |, un punct material de masă m 
Situat la distanţa a de la această dreaptă ? 

2525. Să se calculeze cu ce forţă atrage o placă circulară de 
rază a şi de densitate superficială constantă 8, un punct material Р 
de masá m, situat pe perpendiculara la planul plácii, trecind prin 


centrul ei Q, la distanța cea mai scurtă PQ egalá cu b. 


2525. Conform legii lui Toricelli, viteza de scurgere a unui 
lichid dintr-un vas este dată de relaţia 


U-—cVy2g2h, 


unde g este acceleraţia forței gravitaționale, / este înălțimea nive- 
lalui lichidului deasupra orificiului de scurgere şi c=0,6 este un 
coeficient dedus pe cale experimentală, 

In cit timp se goleste un butoi cilindric Vertical de diametru 
D=1 m şi înălțimea Н-2 m umplut pînă sus cu lichid, dacă 
acesta se scurge printr-un orificiu circular de diametru 4-41 cm, 
aflat pe fundul butoiului, 


2527. Ce formă trebuie să aibă un уаз, care este un corp de 


“rotație, pentru ca scăderea nivelului lichidului prin scurgere să fie 


uniformă ? 


2528. Viteza de dezintegrare a radiului este proporţională în 
fiecare moment cu cantitatea sa existentă, Sá se găsească legea 
după care are loc dezintegrarea radiului, dacă la momentul initial 


f—0 am avut Qg de radiu, iar peste 7—1600 ani cantitatea sa 
scade Ја jumătate. 


В 
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i iinul al doilea viteza 
29. Pentru cazul unui proces de ordinul al 
udi chimice care face ca substanța A să treacă în Бааша 2 
ыс proporţională cu produsul concentratiilor acestor substanțe, Ce 
о осете din substanța B va fi conţinut in vas peste £=] oră, бас 
Pentru t=0 minuteam avut 200/, din substanţa B, iar pentru t= 
minute am avut 80°/„ din B? | 2, | 
2530. Contorm legii lui Hooke, alungirea relativá e a unei bare 
este proporțională cu tensiunea forței c in secţiunea transversală 
respectivă, adică 


E fiind modulul lui Young. | А u 
Să se calculeze alungirea unei bare grele de formă Чан 

avind baza incastratá şi vîrful răsturnat in jos, dacá P$ Бад 

este R, înălțimea conului este H, iar greutatea specifică este +. 


$ 11. Calculul prin aproximaţie al integralelor definite 


iuri i = te 
x la dreptunghiurilor. Dacă funcția y=y(x) es! 
ant Ч derivabilă de ба ендт suficient de ori pe segmentul finit [a, р] 
si "Wed x;=atih (1-0, 1,...,п), y;-y (xp, atunci 
n 
b 
{усо dx hay dee) ER 
a 
unde 
v-a? 
2n 


2°. Formula trapezelor. Cu aceleaşi notații avem: 


к= УФ @=#=0). 


b 


Уу 1 
(усдах-л 298 + уунун Xu] Ra 
a 
unde " E ) 
2 - | 
M 222 azg zb) 
Ro-—^i1. |) 2 аер) 


3°. Formula parabolicá (formula lui Simpson). Punind 
n=2k, obținem: 
b 


Г 
E (4) dx= = [0s 4-24 00 Hgt Ур t 
9 HHI H Уо ЈР 

2 
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2531. Aplicînd formula dreptunghiurilor (п = 12), să se caculeze 
valoarea aproximativă a integralei 


| xin x dx. 
d 


şi să se compare rezultatul cu cel exact. 
Să se calculeze cu ajutorul formulei irapezelor integralele de 
mai jos şi gà se evalueze erorile lor, dacă: 


i 


БЫ 


(л=8). 2533. (1--12). 


Nis 


4 
м 


| 


1 


© 


Soma Sem, 


| 1 -4 зіп хх (1-6). 


Să se calculeze cu ajutorul formulei lui Simpson integralele: 


9 x 
2535. Vx dx. (n—4 a 
T \ ) 2537. | Să dx (п= 10). 
к 0 
2536. ||3-гсо8хах (n=6). C хат 
h 2538. | xmüig (1-0. 


2539. Luind п= 10, să se calculeze constanta lui Catalan 
1 
G- (9583 dx, 
0 
2549, Folosind tormula 


dix 
0 


să se calculeze numărul т cu 5 zecimale exacte, 
* 


CALCULUL PRIN APROXIMATIE AL INTEGRALELOR DEFINITE 241 


2541. Sá se calculeze 


cu 3 zecimale exacte. 
1 


2542. Sá se calculeze (em 2. dx cu 4 zecimale exacte. 


0 
2543. Să se calculeze valoarea aproximativă а integralei din 
teoria probabilităților 


+o 
( e—? dx. 
0 
t 
Indicatie. Se Va pune xe: 
2544. Să se determine valoarea aproximativă a lungimii unei 
elipse de semiaxe a=10 şi b=6,. 
2545. Să se construiască prin puncte graficul funcţiei 
x 
у=} ям di (0:2х2225), 
luînd Ч 
, -— e 
sre 3 


16 — Culegere de probleme si excrcili! de analiză matematică 


CAPITOLUL V 


SERII 


S 1. Serii numerice. Criterii de convergență pentru 
serii cu semn constant 


1°. Noţiuni generale. Vom spune cá seria numerică 


LÀ 


а+а+...+а+... У a (1) 
nz 
este convergentă dacă există 
lim S,-—S 
noc 
unde Sn=ajtaz+...+ay. In caz contrar vom spune cá seria (1) este diver- 
gentă. 
2°. Criteriul lui Cauchy. Pentru ca seria (1) să fie p 


(suma seriei), 


este necesar şi suficient ca pentru orice «70 să existe un număr N=N (e), 
astfel încît pentru n>N si p»0 să fie satisfăcută inegalitatea 
nip 
15,40 Sal 2| Y а «єє 
izuti 
In particular, dacă seria este convergentă, avem: 
lim а, =0, 
nc 


3°. Criteriul comparatiei i. Să presupunem cá în afară de 
seria (1) mai avem seria 
ГОРЛЕ ДА (2) 


Dacă pentru n2, este satisfăcută inegalitatea 


OL Ebm, 


atunci 1) din convergența seriei (2) rezultă convergenta seriei (1); 2) din di- 
vergenía seriei (1) rezultă divergenta seriei (2). 
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In particular, dacă а, ~, pentru 1-»со, seriile cu termeni pozitivi (1) si 


(2) au aceeaşi natură. Ж 
4°. Criteriul comparatiei Il. Dacă (72 


" e 
е а,-0 4. p v y 
` np 

atunci a) pentru р>1 seria (1) este convergentă si b) pentru p < 1 este di- 


vergentă. 
5°. Criteriul lui d'Alembert. Dacă а,»0(л-41,2,...) şi 


Ani 


lim Л 


noo 
atunci a) pentru qg«1 seria (1) este convergentă si (b) pentru g>1 seria (1) 
este divergentă. 
6°. Criteriul lui Cauchy. Dacă a,=0 (п=1,2,...) si 

tim Va, —q, х 


лээ m m——— 


=q, « 
n 


atunci a) pentru 9<1 seria (1) este convergentă si b) pentru g>l seria (1) 
este divergentă. 


7°. Criteriul lui Raabe. Dacăa,>0 (n=1,2,...) si 


a, 
г lim n| A —1]- р, нэ?” 
Ani 

atunci a) pentru p>i seria (1) este convergentă si b) pentru р < 1 ea este 
divergentă. 

8. Criteriui lui Gauss. Dacă a,>0 (п=1,2,...) si 


а ш ба 
ааш NES 


Ape 
9141 п 


+ km Xt 
unde (0,| <C şi «0, atunci a) pentru 51 seria (1) este convetgentá si b) 


pentru 2 <1 ea esie divergentă; c) pentru 4=1 seria (1) es'e convergentă 
dacă 1:21 si divergentă dacă ues 


9°. Criteriul integral al lui primu Dacă f (x) (x»0) este 
o funcție nenegativá necrescătoare, atunci seria 


51 integrala 


Sint sau amindouá convergente sau amîndouă divergente. 


1) Semnificaţia simbolulni O* este dată їп сар. 1, $ б, 1°. 


et 
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Să se demonstreze direct convergenia urmátoarelor serii S sá— 
se determine sumeie lor. 


УЙ ове 1 1 1 Nu" "n 
: T х, 2543. IE 4 СЭ“ С 5 "E Fore у 
| 1 1 fud 1 1 
poem eed] (len ge te 
| x. 2548. 1-4 54 5 eR... 
i — T T \ 
| юу 5 i, EM 1 П 1 Au i i 
| „34.4 2549. 137387 zaten rimpi 7 EA d | 
ww SEDE qoibas a НЕЯ 
MX 2090, л-г... Za ^ 
2551. а) q sin 24-02 ѕіп 20--...4-9" sin ла--...; 
b) 4 с080:4-42 cos 224%. ~q" cos ns... (|4| <1). 
(2552. Ў 1+2 3214-8). 
n= ч 
2553. 54 se studieze anten seriet Y sin zx. 


azi 
Indicatie. Se va arăta cá pentru хэ л (К fiind întreg) nu este posi- 
bil ca sin nx pentru /-»со. 


E 
2554. Să se demonstreze că dacă seria V, a, este convergentă, 
Seria ` n=l 
Ри! 
ха, unde A= X a; 


n=l i=Pa 


(py 1, ру<рз< 


| obținută grupînd termenii seriei date fárá a modifica ordinea lor, 
| este şi ea convergentà si are aceeaşi sumă. Afirmația reciprocă nu 
| este adevărată; să se dea un exemplu, 


X 2555. Să se demonstreze că dacă termenii seriei bo sint po- 


zitivi si seria X^. obţinută prin gruparea — вані serii, 
n=l 


este convergentă, atunci seria dată este şi ea convergentă. 
Sá se studieze convergenta seriilor: 
Ж 2556. 1—1--E-—12-1—1-4-... 4 


j з 
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ЇЕ 


е: і П E! odi i 
ДЕК 2559. py rt hat 
E 1 1 H i 
1000-1777 


5 — = -...4 -———-— 4 
Yr3 ^yss" “Үйл-1) оп" 


ЭР 2595. Să se demonstreze cá seria numerelor inverse termeni- 
lor unei progresii aritmetice este divergentă. 


Ё 2556. Să se demonstreze că dacă seriile Y a, (4) si b b, 


asi 


sînt convergente şi 0,226,220, (1—1,2,...), atunci seria Усс) 
mer ^ 


este şi ea convergentă. Ce se poate spune despre сопуегоепіа se- 
riei (C) dacă seriile (A) si (B; sint divergente? 
а 2537. Fie două serii divergente 


cu termeni nenegativi. 
Ce se poate spune despre convergenţa seriilor 


a) У min (а,б) si Y, max (a, bp) ? 


п=1 9 nzi 
2558. Sá se demonstreze cá dacáseria Ya 
n-i 


© 
Seria V. a? este şi ea convergentă, 


n (0,2:0) este con- 


vergentă, Propoziția inversă 


n=l 
nu estè adevărată; să se dea exemple. . 
мэх 
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ә 
2569. Să se demonstreze cá dacă seriile Уу 
vergente, atunci seriile ла 


converg şi ele. 
2570. Să se demonstreze că dacă 


' lim na, =а%0, 


noc 


3 
seria V, a, este divergentă. 
ici 
2571. Sà se demonstreze cá dacá seria Y cu termeni pozitivi 
n=l 
şi monoton descrescátori este conyergentá, atunci 


lim ла, =0. 
пәс 


2572. Conditia 
lim (apa 


п» 


)--0, 


hant eo es ар. 


pentru p—1,2,3,... implică oare convergenta seriei Y a, ? 


zi 
Să se demonstreze, folosind criteriul lui Cauchy, convergenta 
următoarelor serii cu termeni pozitivi: 


sin2x 
2? TS эл 


Gaa. sinx 
€a. S 
FN 2 

cos x—cos2x E cos 2x—cos 3x ; 


~< 2575. шин > 


i cosnx—cos(n+ ix 
O 
Să se demonstreze, folosind criteriul lui „Cauchy, că urmátoa- 


„rele serii sînt divergente: 


* 2876. 144+ beo i 


2511. 14-4--4-4- Бэр оф Тэн 


ii 2 


-9Ф 


a? şi Y 5 sint con- 
n 
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: Folosind criteriile de comparaţie, criteriul lui d'Alembert sau 
criteriul lui Cauchy, să se studieze convergenta următoarelor serii: 


ла, 1000 , 1000? , 10008 n 
RE a ЖЕЎ, ү ше ү, 


22977) oy у 00 Eu (n? 


41 Qn! 
Ж ж э a ni 
бай. 2580. Баг жалга 
MEG J 2. 3 
t «//2581/ a) zu ; zz 4 1—8 ‚ >т 3 
Ч ЭР: 2 3 п" 
3-1 32.21 33.3) | 37 
$ b+ e Насаа" заз 
Longo (02 G , (302 ту 
hos 48 зайг заг ми e.a 
- : \ 
cf 1000 , 1000-1001 , 1000-1001-1002 
2583. T4 tas Ww ә 
(7 
M 2 4-21-4-22:0 
y 7772: 7 3-6-10 
Г ЭЛГЭН гэв 
/ 7 [5 214175 
v 2585. pu 2—12) (VZ — y2)...(/2—75/2). 
Р, со. "] 
2586. шин 
——^ n=l f i 
[24] 
©, Ug © 1 
7 n= 
p? (0 (02-01) 2 


Indicatie. | 2-2cos —- 
4 


» 


248 SERII 


2591. Să se demonstreze că dacă 


lim E! у (g 0) 
no п 
atunci а,-0(01), unde 9,254. 
2592. Sá se demonstreze cà dacá 


iim ^ шэн 1 ege 


nox 


(а,20), 


oo 
seria Уа, este convergentă. 
nzl 


Propozitia inversá nd este adeváratá. Sá se studieze exemplul 


ээг... 
2*3*Tgtg “Бий = AN = bes 


2593. Să. se demonstreze că dacă pentru seria Sia, 
există ' 
? 


ғ 
1 

lim ZH =q 

noc ад 2 


lim Va, -q. 
noo 


atunci există si 


Propoziția inversă nu este adevărată: dacă există limita (B), 
atunci se poate întîmpla ca limita (A) să nu existe. Să se studieze, 


exemplul 


v 34 1) 
oni t 


п=1 
2594. Sá se demonstreze са даса 


lim Va,—g 


noc 


(a, 2.0), 


atunc a) pentru g<l seria pn este convergentă ; b) pentru g>t 
=1 
această serie este divergentă (criteriul generalizat ai lui Cauchy). 


'Sá se studieze convergența seriilor: 
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42595. Şer E 


n-i 


2597. у сиг г. 


п cos? Ë ES 


2596, Y 


Folosind criteriile lui Raabe şi Gauss, să se studieze conver- 


“ genta următoarelor serii: 
ү, 9 po, р S 
“7 Li 1-3 1-3-5 E 
(258 5] + [a s Fog f 
У pac а(а--а) a (а+а) (а+20) A, 
JER э t tord Т фаба Ut 
A (a>0, b>0, d>0). 
ды. 
/ ^ 2600. у, pd “ава. Y а muri s 
(a, 7-0) up m (841 b o2... m 
піп? S 
(А) 22 wap Tarir (220 420). | 
v^ 2603. утты шин шини 920 929. 
(8) 2504) PI йе 1 
=! 2-56...) | "a^ 
xinn үт 
2605; às - “сн (220). 
2639. Să se demonstreze cá dacă 
d lim | к. -1]-». 
Ti Ani 
, attinci 
-01-1- 
a, ir d (£0). 


Determinind ordinul de descreştere al termenului general q,, 


F со 
să se studieze convergenfa seriei Y da dacă: 
n=l 
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n? ар Lia lic 
2601. р q 9—1 
^o nihon.. ue bu" unde MHB... tb >0. 


2608. а„—- зш. 


пР 


2609. а 4-0 n4-i—l'zy In ЭН (71). 


2610. а,--ИР (sec 5 |. 


A 
2811. аг-Ююви(1--15| | эд, 65-0). 
лур 
2612. a,— [- [1 + | „= 
TONES 1 
2813. a,- — 2614. a= -r 


n Inn n 


со 
2615. Sáse demonstreze cá seria 3, a, (а `>0) este convergentă 
п=1 


1 
In — 

ч тул а, 
dacă există 2-0, astfel încît i т ъ1--® pentru nœ şi este 
їп — * 


Gn 22) ` ” " x 4 
uu = pentru np (criteriul logaritmic). 


Să se studieze convergenta seriilor cu termenul general : 
2616. a, — п" (x20). 


divergentá dacá 


1 
; 2617. a, "niet (11). 
„2518. a,— Исай (n1). 


Sá se studieze, folosind criteriul integral al lui Cauchy, con- 
vergenta seriilor cu termenul general: 
2619. а„= —L- 
"o Л шэн» 
эк — 
n (n л)? (in in n! 


2620. a,— (n1). 


— 


SERII NUMERICE 251 


) 2621. Să se studieze convergenţa seriei 


со 
у EO ЖУР 
= In (21) 


2622. Să se demonstreze că seria X a, cu termenii pozitivi 
monoton descrescători este convergentă p divergentă după cum 
seria PE a,» este convergentă sau divergentă. 
= 2623. Fie f(x) o funcţie pozitivă monoton necrescátoare. 
este convergentă, 


Să se demonstreze că dacă seria Ўл f(n 
atunci pentru restul ei 
сс 
R,= y f(k) 
kzzn4-l 
este valabilá evaluarea 


Г Fo) <Р, <f(n+1)+ T f(x 


n+l 1 n+l 


Folosind aceasta, să se găsească suma seriei 


1 
m? 
п=1 


cu o aproximatie de 0,01. 
m. Să se demonstreze următorul criferiu al lui Ermakov : 
fie f(x) o funcţie pozitivă monoton descrescătoare şi 
fe) 
i 
Aa ТОО 


№ 


Ѕегіа E f(n) este convergentă dacă 3421 şi este divergentă 


dacă 3 мі? 
2625. Să se demonstreze următorul criteriu al lui Lobaceyski: _ 


seria Ša, cu termeni pozitivi care tind monoton către Zero, este 


zi 
convergentă sau divergentă о dată cu seria 


$ Pm2 


(m 
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unde p, 
. tatea 


ü 27 (1—1,2,..., Pr): 


Să se studieze convergenţa următoarelor serii : 


“2626. Y Di qucm, 


п=2 


2621. Y (Гата [E 93). 
“senal є 


T 2628. _ a i | 


50 n= соз = 
2631. Vei. 22 © 
ff a 2088. V 1. фы 
|, 2632. V ne? ER 
y SC 2639. V. 


= co. — 
= тэм” 2640. У fa A Be es 
2634. pet па А OT 
й=1 (a>0, 5750, c>0). 
оо, со 
2635. i Sare). 
n=l 


2641. 


п=1 jn? (sin H 
1 п 


[п Ln | sin xl 


Gin ne nén) 


2642. 


r8 


a 
i 
LA 


2643. 


ms 


(a>0). 


а 
Ii 
[^ 


este numărul maxim de termeni а, care satisfac inegali- 


-N 
t 


| 


1 


речи 
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oo 
[av DP! 
өм. У ne (п--бутга 2645. учы. “араг, (200 
. (a0, 50). 
Sá se studieze convergenţa seriilor Ў и, avind са termen ge- 
neral urmátoarele expresii : 


1 л 
n = А п 

2646. „= (EE. 2859. u, VE d. 

? 0 0 
1 

2641. um 2o diH2b.e- nt 
1252: Txidx AS ын (an)! 
(na Y in? k 

25 
2648. u,— f SIZ dx. 9855, яш е ER a 
FA n n 

nei js 

2649. u,— ( gr ** gy, 


n x 
Inlocuind şirurile x, (n—1, 2,...) prin seriile corespunzátoare, 
să se studieze pois dba lor, dacá: 
A 1 1 
2853. x, = 1t Tod == 
n үг? 37 Y n 
n 
| шк (ал)? 
2654. ху- S SE 0. 


= ы 
2855. Cam сїн termeni: trebuie iuati. din seriile de mai jos 
pentru a gási sumele lor cu 5 zecimale exacte: 


aa dă 
a) 31:59 


n-i 


2Va. 


o 


` 1 
b) Ys e) p (2п—1)! 


S 2. Criterii de: convergență pentru serii alternate 


1°. Convergentaabsolută a unei serii. Vom spune cá seria 


5 
Y a (D 
п= 5 
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este absolut cânvergentă dacă seria 


este convergentă. In cazul acesta seria (1). este si ea convergentă. Suma unei 
serii absolut convergente nu depinde de ordinea termenilor. 


Pentru a recunoaşte dacă o serie (1) este absolut convergentă, este 
suficient să aplicăm seriei (2) criteriile de convergență cunoscute pentru se- 
riile de semn constant. 


Dacă seria (1) este convergentă iar seria (2) este divergentă, seria (1) se 
numește simplu (conditionat) convergentă (nu absolut convergentă). Suma unei 
serii simplu convergente poate fi făcută, printr-o permutare de termeni, să fie 
egală cu orice număr (teorema iui Riemann). 


2°. Criteriul lui Leibniz. Seria aliernată 
Буй» (DP er ves 
(b, > 2 este "p vy (în general, nu absolut convergentă) dacă 
а) bn байл (1-1, 2,...) şi 0) m n5 en In cazul acesta, restul seriei 
= cir ол + сал" bio Te 
poate fi evaluat astfel: 
Ry(-Deabuu (046,21. 
3°. Criteriul lui Abel. Seria 


2 s 
Y anbn 2 (3) 


S 


esie convergentá dacá: 1) seria У, a, este convergentă; 2) numerele 
nzi ч 
b, (1— 1, 2,...) formează un sir monoton si mărginit. 


3 Criteriul lui Dirichlet. Seria (3) este convergentă dacă : 
n 


1) sumele parțiale А„= $, v a; sint та пне; 2) b, tinde monoton către zero 
pentru л —> co. pl 

2658. Să se demonstreze cá termenii unei serii care nu este 
absolut convergentă pot fi grupaţi, fără a le modifica ordinea, in 
aşa fel încît seria obținută să fie absolut convergentă. - s 


2657. Să se demonstreze cá seria X a, este convergentă dacă 
sint satisfácuie condiţiile: aj termenul "general a, al acestei serii 
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tinde către zero pentru л-> oo; b) seria Ў А, obţinută grupind 


11:21 
termenii seriei date, fără а modifica ordinea lor, este con- 
vergeniá; c) numărul termenilor а, care intră in termenul А = 
Ра 
= Мо а(д<р„< 
1=рд 
2658. Sá se demonstreze cá suma unei serii convergente пи 
se schimbă dacă modificăm ordinea termenilor acestei serii astfel 
încît пісі unul din ei să nu se îndepărteze de la poziţia lui ante- 
rioará cu mai mult de m locuri, unde m este un număr dat dinainte. 
Să se demonstreze convergență următoarelor serii şi să se 
găsească sumele lor: 


3 П 
2659. 1— 2. S — E 4... 


..), este mărginit. 


1 1 1 1 
2660. 1++—++ ie e aa 


1 1 1 1 1 
id dL bed eda 


1 
Indicatie. Se va folosi formula 1+ F Tec : =C nnt en, 


unde C este constanta lui Euler şi lim єд-0. 
noc 


__1ү1 
2662. Știind cá Yer = In2, să se găsească sumele 
n=l 


seriilor obținute din seria dată după modificarea ordinei terme- 
nilor ei: 


i 1 
D LA MM mu dud а NIS 
şi 
)«1— 


коре 


1 1 1 e 
EY tz gte 
2653. Sá se modifice ordinea termenilor seriei convergente 


Y (seri 
Yn 


n=l 


n asa fel, incit ea să devină o serie divergentă, 
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42227 

Să se studieze convergenţa următoarelor serii alternate : 
п(п—1) "TE 
ава У\ ЄЗ *_ А 2868. dg E 

д.8864/ PM - Yo Зп+1 | 
T 1 1 Ж 5 
t - 4 Бү sei MEME РЕР = = P 
2666. 1 — < $c. 14438954 bs 


Canin | д “ЭМ үнэ 
2667. is , sin T 3 „2871. ă sin (x (2--1) 


2868. Y (—1j 97 FS ЕЕ 


nzi 


ЕЭ 
s „© uus yt 
2569. ici zs «ИР. 
(e 3 
(ава "Бүтэн 
M uen s N= eo? 


2974, Să se demonstreze că seria alternată 
Bi Bak Baba et (IP Bt ee (8,250) 


este convergentă dacă 


n-a 


lim л (zt — | > 0. 
n41 


Sá se studieze convergenta absolută si convergenta simplă 
(condiţionată) a următoarelor serii: 


E. op — 2" sii 
7285. Y, AP, 2678. Y. —iy 9х, 


п=\ п=1 
C cy. дё сал 
2676. Bc мн " 2679 55 шэн 
Sco a Хо?” 
C 
52817. Ў | [ie mn. 2098. уу [CD 
i п=2 2 
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V (— 1 Zoom © (= 
X 2681. Sia 2685 Du 
№ у [V n+ SU = Vn 
na 
æ ңеш = sin 75 
4 = 12 
ү2682. У ——— 2680. У -m | 
п=1 E + sin — n-2 
V пп-1 1 S mu 
\ 2683. E NM RU ту =. 2687. 2 " 
© n(n—1) 100 © (100 1 
2684. Y (—1) ? ut 2688. Ул 
п=1 п=1 
n=l 3.5...(2п—1)]Р 
2089. Ў (- da е" Г 
V^ sin n-sin n? 
2690. x сы 
à os 


Indicatie. Se va demonstra că lim sin n? Æ 0. 
1-» x 

2692. Fie 

agxP ta x? n + a, 


R(x 
e) box? руха... ba 


o funcţie rajională, unde a5 250, 0,550 581|0,Х2--0,39-1--. 
+0,1> 0 pentru x> no. 

E se studieze convergenta absolută si convergenta simplă 
(conditionatá) a. seriei 


X (D'R. 
n=na 
Să se studieze convergenta următoarelor serii : 
1 i d 1 1 1 


2088, L-icl-i4$i—gte 
1 1 1 3 ux 3 
2694. i + ЗР Эр Ер 587 T 27 ap 
1 1 1 1 1 1 
2895 DeL Lio L6 


17 — Culegere de probleme si exercitii de analiză matematică 
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2 
2696. 1 — : 
1—3 tw "a ww а 
2697. Să se demonstreze că seriile 
sin 2x sin 3x 
2 dr 3 
, cos2x cos 3x 
b) cosx+ y 


nu sint absolut convergente in intervalul (0, 7). 


2698. Sá se determine pentru multimea parametrilor (p, x) ai 
seriilor: 


а) sinx-+ 


Peang 
Tes 


«^ COS nx C» sin nx 
$m, Yt («хоо 
n=l п=1 г 
a) domeniul in care aceste serii sînt absolut convergente; b) do- 
meniul în care aceste serii nu sînt absolut convergente. 
2699. Să se determine pentru seria 


pear Habt НЫ 
п=1 


А nin? 
a) domeniul in care aceasta este absolut convergentá; b) domeniul 
în care aceasta este simplu convergentă. 
2700, Să.se studieze convergenta seriei 
eo 4 
PH 
[n , 
п=1 


unde 


|| _т(т—1)...(т—п+1) 
RA] ni 


E 
2701. Dacă seria Y ал este convergentă si 


nzi 


b 
lim — —1, 
п»с “n 


E 
se poate afirma oare că şi seria У) bn este convergentă? 
P n=l 

Să ве studieze exemplele 
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E 
2702. Fie У, ад o serie care nu este absolut convergentă şi 
п=1 H 

Л +a; ex | a, |- 6; 


P,- V. 3 : м- Y =5 


i i=l 


Să se demonstreze că 


2703. Să se demonstreze că suma seriei 


LT ti +1 
e 
n=1 i 


este cuprinsá intre l şi 1 oricare ar fi p>0. 


2704. Să se demonstreze că dacă în seria 


i pe АО ЖЕ ЧИ 
1-5: аза cp gre 


modificăm ordinea termenilor astfel încît unui grup de p termeni 
pozitivi, luaţi în ordinea lor, să-i urmeze un grup de q termeni 
negativi, luaţi şi ei în ordinea lor, suma seriei astfel obţinute este 
egală cu 


In24 3 In P. 


2705. Să se demonstreze cá seria armonică 1-- i + 1+ 1... 


rămîne divergentă dacă, fără a modifica ordinea termenilor ei, 
schimbăm semnele în aşa fel, încît după p termeni pozitivi să 
urmeze g termeni negativi (pq). Convergenfa va avea loc numai 
pentru p—q. 


5 3. Operatii cu serii 


Suma si produsula două serii. Prin definiție punem: 


© © со со 20 © 
а) У ay, b (a,b); b) Уу, а, X = У, Cn, 
n-i n- 


п=1 n=! 1 n= 


x 
1 
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Cn = bat 0b, te tab, . 
2 
о © 
Egalitatea a) nu este formalá dacà seriile X a, Si Y b, sint conver- 
n=l nci 


gente, iar egalitatea b) are sens dacá, in afará de aceasta, cel putin ша | din 
aceste serii este absolut convergentă. 


2706. Ce se poate! spune despre suma a două serii, dintre care 
a) una este convergentă, iar a doua este divergentă; b) ambele 
serii sînt divergente? 


2107. Să se găsească suma următoarelor două serii: 


со 1 0—1)" со =)" 1 
Y Ё + në “ХЕ gne лсын m 
п=1 Ч 


Să se găsească sumele următoarelor serii 


2 [4 сар с cos 
2708. PIER T 2709. Хэ” 
o [E] pet 
2710. $3 : l. (Ixy] «1. 
п=0 X 
© 2 (yl = 
2711. Sá se arate cá уу = : 


2712. Să se arate cá 


È е) - Y nens (401) 


n= 


2713. Să se arate că pătratul seriei convergente 


este o serie divergentă. 


paginá lipsá 


due 1 „дн 
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Ї 2742. Ce înseamnă faptul cá şirul f, (x). (п= 1, 2,...): a) este 
i> convergent in intervalu! (Хо, --co); b) este uniform convergent în 
Зайн interval finit (a, b) с (хо, + co); c) este uniform convergent 
ш intervalul (хо, + co)? 
. 2743. Să se determine pentru şirul 
foxex" (х=1, 2,...) (0<х<1) 
" cel mai mic număr N—N (s, x), astfel încit, începînd cu rangul N, 
H abaterea termenilor şirului, într-un рие dat, de la funcția limită 


să nu depăşească 0,001, dacă х= i5, 


үй” I gu 
Este acest şir uniform convergent în intervalul (0, 1)? 
2744. Citi termeni trebuie să luăm in seria 


v sinnx 
У n (n4- 1) 
n=l 
me “ pentru ca suma parțială 5, (х) să difere pentru — о<х< + œ de 
pagină lipsă | suma seriei cu mai puţin decît e? Să se efectueze un calcul nume- 


ric pentru: a) e=0,1; b) s=0,01; c) 0,001. 


2745. Pentru ce valoare a lui n este asigurată inégalitatea 
n 


х 

e— Y; Tr 

зас 

Sá se studieze convergenfa uniformá a sirurilor de mai jos in 
intervalele indicate : 


2748. /,(х)-39: а) 02х25; b) 0х1. 
2141. f, (x) -x*—x'*; Ox. 
2148. f.( BEES 0x. 


400001 (0x 2:10)? 


| | 219. 7,60- үүд) 0<х< + o. 
l^ 2150. f (x)= T YS 02х21. 
2751. /,()- Pi а) Orele b) 1-18 


f 
| ? E ids ambi, unde є`>0. 


2152. f.) түш а) 041; b) lx. , 
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2733, f, - |+ l; —o«x« o. 
2754. fen [ er — vs]; 0 x« +. 


2755. а) f (x)= X —co«x« o b) f (x)=sin Š; 
— oo «X« + co. 4 
2156. ТЕ : P А 
бауы Һ@)—агс@пх; 0<х< +оо; b) f, (x) xarelg nx; 
2151. f(x) en e-9; 0х1. 


P 2158. f, (x)—e- ап), а) —1<х<1, unde | este un număr po- 
zitiv oarecare; b) —co«x« + оо. i 


2199. f, (x) - 3 In 5; 0<х<1. 
2760. f, 09-11 + ; а) în intervalul finit (a, b); b) in in- 
tervalul (— co, + oo). 
1 ч. 
2161. /, (x) -n(x" —1); Lzxza. 
2162. f, (x) - Vit x*; Ox z2. 


1 


mx, dacă Ozxz ze 


2763. f (x)= 


2[2 _„ "NC NOU 
n | x), dacă x <х< 73 


1? 


0, dacá xu 
pe segmentul 0 <x «1. | 
2764. Fie f(x) o functie oarecare definită în intervalul (a, 0), si 
_ Infeol 
f(x) = 5 (tel, 2,6) 
Sá se demonstreze cà 


fx) zf (x) (acx«b) 
pentru n=. 
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_ Immm 


2165. Să presupunem că funcţia f(x) are o derivată continuă 


Ро) în intervalul (a, b) şi că 


£a [rx ro]: 
Să se demonstreze cá f, (x) 2 f'(x) pe segmentul о zx 26, 
unde a««« «b. 
n=l 


2766. Fie f, = Y tx]: unde /(x) este o functie 
1-0 


continuă. Sá se demonstreze că şirul f,(x) este uniform convergent 
pe orice segment finit [a, 5]. 
Să se studieze caracterul convergenfei următoarelor serii: 
M 
2767. У, x" a) in intervalul |х| «0, uude 0421: b) in inter- ` 
n=0 
valul |x| «1. 


У 2168. REM pe segmentul —1 <x <1. 
n=l 
Уг 2169. Y (1—х) х" pe segmentul 0 <x.<1. 


n=0 
(xt hH 
2710. [к=н —ї zl. 


2771. 0<х< +o. 


їе! 


х 
Га ха: | (15-41) ^ 


1 " " 9 - 
2712. У ГЕ ажр ! 0<х<+ o. 


V nx 
2113. i (14x) (12x)... (14213) 
A а) Ozexze, unde £50; b)ezx«c-o. 


2774. Să se demonstreze, folosind criteriul lui Weierstrass, cá 
seriile funcționale de mai jos sint uniform convergente in interva- 
lele indicate : . 


e d 
Ха) DESI ce <х< + 0; 
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уў, =) 


п=1 х+2" { 


ОЕ Sog 2771. prs 0<x<+ ee. 
п=1 


Indicatie. Se va evalua restul seriei. 


89 Хайн x«t oi m 
"E 2778. V. (217, Oz x zx. 
п=2 


C ^ nx n--sin x 
x 0X [x| «оо A nii 
0-5 2 
2779. У 0, ix| zo. 
e) Yee 3 2 xl 2225 Ял Ymere | 
со wet 
9 Ў a Bi х| <a, a fiind un număr arbitrar pozitiv; 2180. У rn Ba a 
2781. У 18000, о2о. 
sin nx 4.44 Li Бы 
х 8) id Vuax xix о 221 д” 
oo n 
2782. V CD: бшх<-+. 
59, Энн la|<+o; d Тару Ste 


2783. Este posibil ca un sir de funcții discontinue să tindă 
uniform către o funcție continuă ? 


Să se studieze exemplul 


y) Pu. [xi <+ o; 


n=l nyn 
й " Хн 23 а| Ка: 


k) À xe, 0х оо; 


n=l 


1 
7,(х)- E y(x) Gt-1, 2,...), 
unde 
0, dacá x este irational; 


V(X)— 1, dacă x este rational. 


9 V 2x 
D Yet its pica 
п= 


? Sá se studieze in intervalele indicate con 
următoarelor serii de funcţii : 


2784. Sá se demonstreze cá dacă seria Ў | |f, (x)! este uniform 


е Ч convergentă pe (a, b], atunci seria х În (x) sas şi ea uniform con- 
vergenfa uniformá a vergentă pe [a, b]. 


dile 2785. Dacă seria ) este absolut şi uniform convergentă 
2775. у аш а) pe segmentul ez^x z2s—e, unde e>0; 5 a й 


n=l 


b) pe segmentul 0 Lx <27. pe [a, b], rezultă oare că seria У | А, (х)| este uniform conver- 
х gentă pe [a, BP 


утте. Vi sint; ерт 
V У gue Oc sea, Sá se studieze exemplul icu (1—x)x", unde 02х21. 
. n=! 
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2786. Să se demonstreze că nuse poate majora seria absolut şi 


uniform convergentă 


unde 
0, dacă Ozas "*9; 
х) | 2 зіп (291 nx) dacă 27 "#06027"; 
0, dacă 27" zxzl, 


printr-o serie numericá си termeni nenegativi. 
2787. Sá se demonstreze cá dacă seria 


Ў Ф. (х), - 


ai cárei termeni sint functii monotone, este absolut convergentá in 
extremităţile segmentului [a, 0], această serie este absolut si uniform 
convergentă pe segmentul [a, b]. 

2788. Sá se demonstreze cà seria de puteri 


РА 
P» ах" 
220 


este uniform convergentă pe orice segment situat în întregime în 
interiorul intervalului ei de convergență, 


2789. Să presupunem cá а„—>© în aşa fel, încît seria 
NEL " X xad 
Aa |a-| este convergentă. Să se demonstreze cà seria 
E 
Y 1 
дэр» n 


este absolut si uniform convergentă pe orice mulţime mărginită si 
închisă care nu contine. punctele a; (n—1, 2,...). 


eo 
2790. Sá se demonstreze cá dacă seria Y, a, este convergentă, 
seria lui Dirichlet жык 


1 


este uniform convergentă pentru х:.0. 
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Р 
2191. Sá presupunem cá seria У; ад este convergentă. Sá se 
demonstreze cá seria п=1 


А 
Y ae 
n=l 


este uniform convergentă în domeniul x0. 
2792. Să se arate că funcția 
o 
sin nx 
fee E 
este continuă şi are o derivată continuă în domeniul —co«x« thi 
2793. Să se arate că funcția 
+o 


fe У — 


п=—0 (пх)? 


a) este definită si continuă în toate punctele în afara celor cores- 
punzătoare numerelor întregi: x=0, +1, --2,...; b) este perio- 
dicá, avînd perioada egală cu unitatea. 

2794. Să se arate că seria 


У [пхе—"х—(п—1) хе-@—\) х] 
n=l 


nu este uniform convergentă pe segmentul 0 zx <1, totuşi suma 
ei este o funcţie continuă pe acest segment. 

2795. Să se determine domeniile de existenţă ale funcţiilor f (x) 
şi să se studieze continuitatea lor, dacă: 


Ed Я Оо х . 
d /-X( xD 9 fecu 


voee. 
b) /(9- Y; C 
n= 


2798. Fie rg (k=1,2,...) numerele rationale apartinind seg- 
mentului [0, 1]. Să se arate că funcția 


© 


о-у (02х21) 


n-l 59 


SERII 


iC ei i M MEA ы, 
se bucură de următoarele proprietăţi: 1) este continuă; 2) este de- 
rivabilă în punctele iraționale şi nu este derivabilă in punctele ra- 
tionale. 


2197, Să se demonstreze că funcţia $ a lui Riemann 


: 

2 1 

о-у 
п=1 n 


este continuă în domeniul x>1 şi are în acest domeniu derivate 
continue de orice ordin. 


2198, Să se demonstreze că funcția 0 


Tc 
0(х)- у ех 
п=—%® 
este definită si infinit derivabilă pentru х0. 


2799. Să se determine dcmeniul de existenţă al funcției f(x) 
şi să se studieze derivabilitatea ei, dacă: 


© 


а) ро) У cM, p) ло) ууа 


. 
ami (X жез 


n=l 


2800. Să se arate că şirul 
S = arctg х" (1—1,2,...) 
este uniform convergent în intervalul (— co, -- co), dar 
[lim f, (х)], lim 7,0» 
пә со пәс 
2801. Să se arate că şirul ` 


f, x) x4 1 sinn [x4 5] 


este uniform convergent în intervalul (— co, + оо), dar 
[lim /, CO] s lim f; (x). 
neo n-o 
2802. Pentru ce valori ale parametrului «: a) este şirul 


f, G) = nxe (1) 


pagină lipsă 


paginá lipsá 


paginá lipsá 
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со 
2827. У||1+--+... + s 

nzl 

" n 

со зүй со [142cos 57. 
2828. У ECCE ул, 2829. У, peser a. 

n=l n=2 

E 

2830. uw 

n=l 2 

со Iva] 


2831. У) C9 — x^ (seria lui Pringsheim). 

n=l А 
2832. Să se determine domeniul de convergență al seriei 
hipergeometrice 


ab. +В) уә 
1+ т^ Т 1-22 +1) Х24.2 
Q1)... (e-+n—1) g (+1)... (@+n—1) xb 
к 1-2...n-( ({+1)...({+п—1) - Эн, 
Sá se determine domeniul de convergentá al зегШог de puteri 
generalizate : 


1 1-х й х? 
2833 Y xl E ^ 2835 5, оп? 
n=l n-—oo 
со 1 со 1 — 
J 4 sin 241 аы 
ж. У епс. 2886, PL +1] e 
co 
337 (n 3 
2837. У Gor £u. 
2838. Să se dezvolte funcţia 
fG)-2 


după puterile întregi pozitive ale binomului x+-1. 
\/ 2839. Să se dezvolte funcţia 

х=; — (40) 
într-o serie de puteri: а) după puterile lui x; b) după puterile 
, binomului x—b, unde бза; c) după puterile lui 4. Sá se indice 
~ domeniile de convergenţă corespunzătoare. 
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| AEn cnr E E id 
: СЭР se dezvolte funcţia f(x)=inx după puterile întregi : 2857. ny i . 2862. ique 
şi po: d u^ diferenței x—1 şi să se determine intervalul de 0-6 чу 
convergență al dezvoltării. : хоо 2863, —X Cos ank 
Să se calculeze suma seriei 2858. 752 * j—3xcos ах" 
Indicatie. Se va dezvolta 2864. sina 


fracția dată în fracții simple. * 2x cosa} x? 


Y (—1yrH 
шах MN 
n=l 


12—5x sha 
___ Să se scrie dezvoltările următoarelor funcții după puterile : 2859. —— Ab 2865. d-2xcharx ^ 
intregi pozitive ale variabilei x si sá se gáseascá intervalele de : 1 
convergență corespunzătoare : DOG) а 2866. — — ——-- 
2841. f(x) sh x. саах сэн 
2861. ——;- 2867. In(1--x x? х9). 


2868. e*cos«cos (x sin о). 
Indicatie. Se vor folosi formulele lui Euler. 


2842. f(x)—chx:- 
fix) —sin2 x. 
2844. f(x)—a* (a > 0). 
2845. f(x)-sin (и arcsin x). Я SM | 
„2845. /(х)= cos (p arcsin x). 4 Dezvoltind mai întîi derivatele, să se obţină printr-o integraer 
72847: Să se scrie primii trei termeni ai dezvoltării funcţiei termen cu termen, dezvoltarea în serie de puteri a următoarelor 
f(x)—x* după puterile întregi pozitive ale diferenței x— 1. funcții : iss 


oo 
2848. Să se scrie primii trei termeni ai dezvoltării funcţiei 2869. /(x)—arctgx. Să se calculeze suma seriei Y 52 
n=l 


2870. f (x)= arcsin x. 

2871. f (x)= In (x+ V14- x2). 

2872. f(x)— In (1—2x cos «+ x?). 

2873. Folosind diverse metode, să se găsească dezvoltările in 
serie de puteri ale următoarelor funcţii: 

а) fG) = (1--x) In (14-3); 


f(x) = (12-x)* (х550) si f(0)=e, după puterile întregi pozitive ale 
variabilei x. · 


2849. Să se dezvolte funcţiile sin(x--/) şi cos(x--/) după 
puterile întregi pozitive ale variabilei Л. 


2850. Să se determine intervalul de convergenţă al dezvoltării 
într-o serie de puteri a funcţiei 


709- asro 


1 itt 1 
b X) = — In + -arctg x; 
г а) după puterile lui x; b) după puterile binomului x—5, fără a ) feo тэх 2 
efectua dezvoltarea însăşi. 2—2x 


c x)= arctg ; 

Folosind dezvoltările fundamentale I—V, să se scrie dezvoltă- 1259) а 

rile in serie de puteri си privire la x ale urmátoarelor functii: d) f(x) = arctg 5 
Zx 


ү1-2х 


2851. е. ` 2854. \ > = e) f(x) = xaretgx — in TFE; 
2852. cos?x. ` 2855. 1. 9 f(x) -сагссов(1--2х2): 

n ood g) f(x) = хагсїшх--(Т--38, 
2853. вш х. 2856. ——^__. п) 7()-хї(х4-Үт-э2)-(1--28. 
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2874. Folosind unicitatea dezvoltării 


FOHA) — f) hf' (х) Жу" уу+-..., 


să se calculeze derivatele de ordinul n ale următoarelor funcţii : 


oo E 
n 
eot go ico (луг” 
Sá se demonstreze cá 


a Y a : 
a) sinx cos Х-- -y sin 2х; b) sin?x--cos?x—l. 


2881. Sá se scrie cîțiva termeni ai dezvoltării in serie „de 
“puteri a funcţiei 


a) f(x)=e*; b) f(x)=e*; c) f (x)—arctg x. 


2875. Să se dezvolte, după puterile întregi pozitive ale bino- 
mului x +1, funcţia 


—1 
х) = 10 a х" 
70) гыса 709-- [> Ра] 
2876. Să se dezvolte funcţia 
f js 1 Etectuind operaţiile respective cu seriile de puteri, să se obţină 
= 1—х dezvoltările in serii de puteri ale următoarelor functii: 


2882. f(x) - (14-x) e. 2887. f(x)-—e* sin x. 
2883. / (x) -(1—x)^ch х. 2888. f(x)— BEER. 
2884. f(x)—1In? (1— x). R 2 
2885. f(x)=(1 +x?) arctg x. 2889. f (x)= (агсів х). 


într-o serie de puteri după puterile negative ale variabilei x. 
2877. Să se dezvolte funcția 


f(x)=lnx, 


intr-o serie de puteri după puterile întregi En 2886. f(x) —excosx. 2890. /( х)= arcsinx f, 
х 1 
2873. 53 se dezvolte funcția Să se scrie primii trei termeni (diferiți de zero) ai dezvoltării 
f într-o serie de puteri după puterile pozitive ale variabilei x, pentru 
- 75 următoarele funcţii : 
2591. f(x)=tgx. 1 
ҮҮХ” 2392. f (x) «th x. 2893. f(x)-ctgx— x* 
/ . 2819. Fie 
co | 2894. Să presupunem că dezvoltarea lui secx este dată sub 
70)-Ү, x forma 
nz 


v Е 
= Decem 
sex- o 1 (20) х 
"Să se deducă relația de recurenţă pentru „coeficienţii Е 
(numerele lui Euler). 
2895. Să se dezvolte într-o serie de puteri funcţia 


09-42 үйл nee 


Sá se demonstreze direct cà 


FSO) = foy). 
2880. Să presupunem că prin definiție avem 


oo 


9 +1 
sinx= Lc — 1) 2 "Олуг 


п 
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2896. Fie Уо) $ a, х". Sá se 'scrie dezvoltarea funcţiei p fst d 2904. 2-5 нь. 
Ер)-13 : ғ un ) 
Ж 
а i хоо "m 
2897. Dacă seria Ў a,x” are raza de convergenţă R, iar 2905. au Fi Copar scrie primii patru termeni ai dezvol- 
250 Я 


ѕегіа Ў, b,x" are raza de convergenţă R, se cere să se găsească + Folosind derivarea termen cu termen, să se calculeze sumele 


razele” "de convergenţă R ale seriilor următoarelor sens 


x? ,x5 2 xt 

e 2906. х+®+ +... 2908. 1-5 pe 
a) У, (a,-b)x^ b) X a,b, x" ? БЭР": CENE A 

E = 2907. x — 5 —... 2909. LI. tat 
2898. Fie ер 

2910. 1+5х +53 pia. 
l=lim si L-lim . 
per pm no [pm Indicatie. Se va inmulti derivata seriei cu 1—x. 


Folosind integrarea termen cu termen, sà se calculeze suma 
seriilor : 

2911. х+2х24-3х3 +... 

2912. х--4х2--0х2--16х---.9 

2913. 12x - 2-3x?-- 34x38... 

2914. Sá se arate cá sería 


Să se demonstreze «са raza de convergenţă R a seriei de puteri 


Ў а„х" verifică inegalitatea 


n=0 - 
lzRzL. 


2899. Să se demonstreze cá dacă funcţia f(x) este infinit 
derivabilă într-un anumit punct Хо si 


|f (x) < М (п=1, 25.) 


M fiind o constantă, atunci: 1) f(x) este infinit derivabilă їп. 
orice punct a; 2) este valabilă dezvoltarea 


verifică ecuaţia 
1 
. y" y. 
2915. Să se arate că seria 


foe $a (al<) 


2900. Să se demonstreze că dacă 1) а, 0 si 2) există : 
verificá ecuatia 

xy' 4 y'—y-0. 
Să se determine raza de convergență şi cercul de convergenţă 
ale următoarelor serii de puteri din planul complex (z= xi): 


z—1—i)" : QC 2) 
2916. уы. : 9. ену" 


lim S ans, atunci У а,А"= 


x2 R—0 п . nz 
Sá se dezvolte în serie de puteri următoarele funcţii : 


2901. m E 2902. = 
0 0 
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— ў, "EC 2932. Folosind dezvoltările in serie ale funcţiilor de sub 
Я HIRHGIOR ИМ semnul integrală, să se calculeze cu 3 zecimale exacte următoarele 
4 0020... +n integrale 
са п аул 4 
2919. Y. 2920. Y, 6-69 T ” 
У пт ўы. п(1—е)" а) TR dx; g) f J 
2921. Folosind formula binomului lui Newton, să se calculeze | K 1 p 
valoarea aproximativă a lui 4/9 şi să se evalueze eroarea în cazul b) fea h) | бк 
cînd luăm primii trei termeni ai dezvoltării. 3 a Via” 
2922. Să se calculeze valoarea aproximativă a lui: cm 100 
о $922 д, ) j| EEES dx; 
a) arctg 1, 2; b) V1000; c) -=; d) 111,25 si să se evalueze 25 E 4 1 x i 
erorile respective. Ve Ч 
Folosind dezvoltările respective, să se calculeze următoarele i z 
valori ale funcțiilor cu aproximatia indicată. d) $ cos x dx; i) | жеш Ё dx; 
2923. sin18° cu 5 zecimale exacte. 0 E 
2055 poal” cu 6 zecimale exacte. i E 
. tg 9* cu 3 zecimale exacte. E i 
2926. e cu 6 zecimale exacte. e) E dx; k) | T dc 
2927. In 1,2 cu 4 zecimaldfxacte `: Li i 
2928. Plecînd de la egalitatea ул” Mf 
î) f ma 1) { хах 
f-arsini, а ? 


е 2933. Să se calculeze cu 2 zecimale exacte lungimea arcului 
să se calculeze numărul т cu 4 zecimale exacte. „unei bucle de sinusoidă 
2929. Folosind identitatea i 
y=sinx (02Хх27) 


ч =arctg l-aretg i 
2934. Să se calculeze cu aproximaţie de 0,01 lungimea arcului 


elipsei avind semiaxele a —1 şi 8-4 


2935. Un conductor fixat pe doi 5 р ce se găsesc la distanța 
-21--20 m are forma unei parabole. Sá se calculeze lungimea con- 
ductorului cu aproximatia de 1 ст dacă săgeata datorită încovoierii 
| este Л=40 cm. 


Sá se calculeze numărul т cu 3 zecimale exacte. 
2930. Folosind identitatea 


1 1 
—4 агсіс =— arctg 5387 
să se determine numărul т cu 9 zecimale exacte. 
2931. Folosind formula 


In(n-E1)— "EN ES LM 
(n+1)=Inn +2 Бич suci Зэ |, 


să se calculeze In2 51113 cu 5 zecimale exacte. · 


S 6. Serii Fourier 


= 


Teorema dezvoltării. Dacă funcția fe este continuá pe 
dii şi are o derivată :f'(x) continuă pe porțiuni în intervalul (—1, 4), 


saa 
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3°. Integrarea seriilor Fourier. Seria Fourier (1) a funcției f(x), 
chiar dacă este divergentă, este integrabilă în sens Riemann în intervalul 
(-1, 1) si poate fi integrată termen cu termen în acest interval. 


2936. Să se dezvolte în serie Fourier funcţia 
Р(х) =ѕіпіх. 


toate punctele ei de discontinuitate fiind regulate (зая Р) = E (-0)-- 
feo) , atunci funcția f(x) poate fi reprezentată in acest interval 


printr-o serie Fourier 


а ©, Птх nzX E 
x)-— — pb,sin —- | E 
19 2 2i (^ STU EA | i ын 1 2937. Care este seria Fourier a polinomului trigonometric 
unde 
1 n 
1 E : S 
am | f(x) cos "Хас "TY - Р(х) C cos ix 4- f, sin ix) ? 
si Е 2938. Să se dezvolte in serie Fourier funcţia 
1 
м=р | о) sin Tas (1-1, 2,.... (2) fQ)-smx | (—*«x«9) 
Să se deseneze graficul funcţiei si graficele cîtorva sume 


=l 
| parțiale ale seriei Fourier pentru aceastá functie. 

: Folosind dezvoltarea in serie Fourier, să se calculeze suma 
- seriei lui Leibnitz 


In particular : 
a) dacă funcția f(x) este pară, avem: 


a 25 nrX 
ғо) =+ V а, соз, ( 2 
2 à i 1 (om 
unde Y 2n—i | 
2 1 » ас п=1 
Т. А М х 112441 
в | fo) cos — dx (1-0, 1, 2,...); Să se dezvolte în serie Fourier următoarele funcţii, in interva- 


] lele indicate: 

1 А, dacă 0<х<1; 
B 970 P dacă 14х21, 
Т unde A este constant în intervalul (0, 21). 
| - 2940. f(x)=x în intervalul (—7, т). 


- 2941. f(x)= 9," in intervalul (0, 27). 


= 2942, f(x)=|x| în intervalul (—z, т). 

ах, dacă —««x«0; 
2943. Jo) = Pa dacă 0<х<т, 
unde a şi b sint constante in intervalul (—z, я). 
22944. (х) =т2—х2 _ in intervalul (—т, т). 
42945. f(x)=cosax în intervalul (—7, я). > 
2946. f(x)-sinax în intervalul (—7, т). 
2947. f(x)-shax = în intervalul (-5, 7). 
+ 2948. f(x) = ех „în intervalul (—7, h). 


b) dacá functia f(x) este impará, avem : 


fix) $ b, sin мэ , A (4) 
1 


n= 1 


unde 
1 


2 n 
b, 1 {лоо sin 
0 


mx 
y dx (1-1, 2,.... 


Funcţia f (x), definită in intervalul (0, /) si bucurindu-se în acest interval 
de proprietátile de continuitate date mai sus, poate îi reprezentată în acest 
interval atît prin formula (3), cît şi prin formula (4). 

А 2°. Condiţia de completitudine. Pentru orice functie f(x) 
integrabilă în intervalul (—/, /) împreună cu pătratul ei, seria (1), construitá 
formal cu coeficienții (2), (29, satisface egalitatea lui Liapunov 
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2949. /(х)-х în intervalul (a, a+21). . Plecind de la egalitatea lui Liapunov, să se calculeze sumele 
1-2950. f(x)=xsinx in intervalul (—7, т). seriilor 2 Р 
21 sin? nu ^ COS? 16 
2951. f(x)=xcosx în intervalul (-i. t£] ua ŞI До” 


Sá se dezvolte in serie Fourier urmátoarele functii periodice: 

2952. f(x)=sgn (cos х). 

2953. / (x)-arcsin (sin x). 

2954. f (х) =агсѕіп (cos x). 

2955. f (x) -x—[x]. 

2956. f(x)=(x) este distanţa între x şi numărul întreg cel mai 
apropiat, 

2957. ?(х)= | зіпх |. 

2958. f=] cosx]. 

2959. f (x)= Y asan (ul <1). 


Жу Зах 


2964. Sá se dezvoite în serie Fourier funcţia 
х, dacă Oxi: 
= 1, dacă 1<х<2; 
3—x, dacă 2х3. 
Folosind formulele 
cosx= 4 (+5, sinx= E (t—1), 


. unde [—e/* şi Z—e—'*, să se obțină dezvoltarea in serie Fourier a 
. următoarelor funcţii: 


2965. cos?" x (m fiind un număr întreg pozitiv). 


2960. Să se dezvolte în serie Fourier funcţia 2968. uc snx (41:01) 
| 1—20 cos хф КАД 

f(x)=sec х — 2 =х<2|. 1—0 | 
4 4! 2987. —j s rip qi cn. 


Indicatié. Se va afla relația dintre coeficienții а, si a, » 

2961. Sá se dezvolte funcţia f(x)=x2: a) în serie de cosinus; 
b) in serie de sinus; c) in intervalul (0, 27) 

Să se deseneze graficul funcţiilor şi graficele sumelor seriilor 
Fourier pentru cazurile a), b) şi c). 


Folosind aceste dezvoltări, să se calculeze suma seriilor: 


vc сын si 3 fu 
PE У (2п—1)? 
2962. Plecind de Ја dezvoltarea | 

х=? (PE (oma), 

să se obțină prin d termen cu termen dezvoltarea in serie 


Fourier а funcţiilor x?, x? si x* în intervalul (—z, т). 
2963. Să se scrie egalitatea; lui Liapunov pentru funcţia 


2068. соб... Cai <i). 


1—24 cos x - q? 
2939. In (1—2q cos x +q?) (Igi <1). 
Sá se dezvolte în serie Fourier următoarele funcţii periodice 
nemărginite : 
PT 


2910. о) sin - 
т MT 


Яг 
RI = 


P x 

PE 

2971. шин) 
2972. f = 3 х |. 


2973. Să se dezvolte in serie Fourier funcţia 


fox) Vn [ев at (—T" xz). 
d 
2974. Să se dezvolte în serie Fourier funcțiile 


x=x (5), у=у (5) (028224), 


1 pentru |x|««; 
/9-1, pentru ««|x|« m 


— Culegere de probleme si exercitii de analizá matematicá 
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care dau reprezentarea parametrică a conturului pătratului: O«x« a, 
0<у<а, unde s este lungimea arcului, luat in sens invers mişcării 
acelor unui ceasornic considerat de la punctul О (0, 0). 

2975. Cum trebuie prelungită în intervalul (—z, т), funcţia 
integrabilă f(x), definită în intervalul (o. 5, решги са dezvoltarea 
sa in serie Fourier 54 aibá forma : 


foe) x a, cos (2n—1) х (—х<х<т)? 


2976. Cum trebuie prelungită, in intervalul (—т, т), funcţia 


integrabilă f(x), definită în intervalul (0, £l. pentru ca dezvoltarea 
sa în serie Fourier să aibă forma — 


f(x)= Y b, sin (2n—1)x (—*«x«1)? 
n=l 


2977. Să se dezvolte funcția 
fx)=x e —х) 


in intervalul lo. 31! a) in serie de cosinusi de argument par; 


b) în serie de sinuşi de argument impar. 

Sá se deseneze graficele sumelor seriilor Fourier pentru 
cazurile a) şi 5). С 

2978. Să presupunem că funcţia f(x) este antiperiodică cu 
perioada т, adică 

fa+n=—f (x). 

Ce particularităţi are seria Fourier a acestei funcții în inter- 
valul (—z, т)? " 

2979. Ce particularităţi are seria Fourier a funcției f(x) in 
intervalul (—7, я), dacă f(x--x)— f (x)? 

2980. Care sint particularitátile coeficienţilor Fourier а,, 
b, (n—1, 2,...) ai funcţiei у--/(х) de perioadă 27, dacă graficul 
functiei: a) are centrele de simetrie in punctele (0, 0), E: F ; 0]; 
b) are centrul de simetrie in originea coordonatelor si axa de 


simetrie y i T? 
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i ai — 
: 2981. Ce relaţii există între coeficienţii Fourier а, b, si 
a, 8,(0=0, 1, 2,...) ai funcţiilor ф(х) si (x), dacă 


Ф(—х)= р(х)? 


: 2982. Се relaţii există între coeficienţii Fourier а, D, si 
a Pa (n=O, 1, 2,...) ai funcțiilor ф(х) si y(x), dacă 


е(—х)=—\ (x)? 


2983. Cunoscînd coeficienţii Fourier a, 0,(7--0, 1, 2,...) ai 
funcţiei integrabile f(x) de perioadă 27, să se calculeze coeficienţii 
Fourier 0, b„(n=0, 1, 2,...) ai funcţiei „deplasate“ (x+ В) 
(i = const). 

2984. Cunoscind coeficienții Fourier a,, 5, (n—0, 1, 2,...) ai 
funcţiei integrabile f(x) de perioadă 27, să se calculeze coeficienţii 
Fourier А, В,(п=0, 1, 2,...) ai funcției lui Steklov 

x+h 


fea S IOR 


2985. Fie f(x) o funcție continuă de perioadă 27 şi a, 
t b,(n—0, 1, 2,...) coeticientii dezvoltárii sale in serie Fourier. Sá se 
- calculeze coeficienţii Fourier A,, B, (п=0, 1, 2,... ai funcţiei 


Fo)e + $ fron at. 


Folosind rezultatul obţinut să se demonstreze egalitatea lui 
Liapunov. 


$ 7. Insumarea seriilor 


1° Insumarea directă. Dacă 


(1-41, 2,...) si lim V, Vas 
пә 


Un = Up 4.1 Vn 
tunci эт 


© 
Y outs co 


п=1 ea 


SERII 


In particular, дасі 


dei. 
n 
Ч дан үээ s Uo km 


unde numerele а; (i=1, 2,...) formează o progresie aritmetică cu таба d, 


atunci 
» 1 
=——. 
n" та аңа, 


417 ** @п+т—1 


In unele cazuri seria căutată poate fi reprezentată sub forma unei 
combinații liniare de serii cunoscute: 


ce: H 99 nal 
cp 1 я c0 z 
Lagi НЕНИН 3 IR me =— et 
Y în хэлт Ye 5 ete 
n=l n=l n=l 
© 
2°. Metoda lui Abel. Dacă seria Y a, este convergentă, atunci 
n=0 


Y ns iim Sap 


пф хэ1—0 529 


Suma seriei de puteri Ў 
п=0 
care intervin, cu ajutorul derivării sau integrării termen cu termen, 
3°. Insumarea seriilor trigonometrice. Pentru aflarea 
sumelor seriilor 


a,x“ se poate calcula, în exemplele cele mai simple 


со 
Ў; а, sin пх 
n=l 


S a,cosnx si 


п=0 
le considerăm de obicei ca fiind partea reală, respectiv coeficientul părții ima- 


oo 
ginare a sumei seriei de puteri din planul complex V, а,2", unde z= A 


A2 R 
În multe cazuri este utilă seria xx 
Ж eise 
zn 1—2 


Sá se calculeze sumele următoarelor serii: 


1 
2986, Tata at 


1 1 1 


2987. ix Жал t pag tr 
D OW CU MM a he 


13 2334 i5 


Sá se 


. 3002. 


3003. 


Sá se 


3006. 
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A) n 
2989. nemen 
v 1 
2990. Y HERD (m fiind un număr natural). 
п=1 i 
е 29 1 
2901. x3 t zis H EET e 
2092. V. Y 
A . 2997. Ai 
=, п2—1 У (п+1)2 
2993, V; 21-1 эв. Ў 1. 
= n+)? e п? (п+1)2 (n42)? 
Ё co co^ 
1 (—1 n 
2994. У тб; 2999. 3 рт: 
2995 Y т 30 со КЕ 1 
A an 00. Хи En 


[418 
ч 
= 
2 


n=0 
. Fie P (x) —ag--a, (x) + ...--a,x". Să se calculeze suma 
oo 
P (n) 
Y n dd 
п=1 


calculeze sumele următoarelor sens Н 


со 

mai (—1) таа 

aen. 3004. 

(—1)' n3 (om 

RX 3005. TL 
35 (4-1)! | Бийр 
calculeze, derivind termen cu termen, sumele - seriilor : 
со 

х (192—1 21 

п 3007. ў саст n(2n—1) "nQn-i) 0 
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хэ 
3008. pp 40417 


3009. V, E 2 NA (d>0). 


fonda is. Se va inmulti derivata seriei cu 1—x. 


3010. +5 + з (3 [++ ($ |+ 


Să se calculeze, integrind termen cu termen, sumele seriilor: f 


oo 


oo 2n 
3011. У) e. 3013. У,- бох... 
п=1 п=0 ` 
со 
3012. Y n(n +2) х". 
п=1 
Să se calculeze, folosind metoda lui Abel, sumele următoarelor E. 
serii : 4 
1 1 1 1 1 1 
3014. 1— 4 7 = 7 1 3015. L-5 tg — 4 
1 1-3 1-3-5 
3016. 1— 7; + 57; — 3.4.6 + 
$ d 13 1 
3017. F5 gy t 337 8$ 


Să se calculeze sumele următoarelor serii trigonometrice : 


DO 5. 
3018. У =. 3019. Ye. 


n=l n=l 


з020: У, Seden, 


п=1 


CM Р 
3021. y reden [o<a< =). 
n-i 
sin Qn—i)x. cos(2n—1) x Dx. 
3022. YES ML 3024. Yun om 
n Xx —1 sin ЛХ 
3023. $c» ME 3025. Xon y^ me 
n=: п=1 


V^ cos nx 
3028. he 
3027. Sá se construiascá graficul curbei 


со "n "n 
У, sin nx-sin пу o 


n? 
п=1 


Să se calculeze sumele următoarelor sema 


2 
3028. Уу ID. qj", 3029. is х", 
n=l 3 
1! 21 3! 
3030. X41 + ati (х+2) fir (+ 1) (х--2) (4-3) Pss 


а__а_,_а se ” 
3031. x Т + дорх +... in ipoteza cá x0, 


oo 
а„>0 i 1, 2,...) şi cá seria i a este divergentă. 


3032, 4. 48° et 


E C „Ж. d 
1— uu j—x i-xs T 


xt 


3033. р шин dacă a) |x|<1; b) |х[>1. 


n=l 


„dacă a) |x|<1; b) |x| 1. 


§ 8. Calcularea integralelor definite cu ajutorul seriilor 


Să se calculeze următoarele integrale, dezvoltind în serie 


funcţia de ra semnul integrală : 


3034. (ш Ad 3036. ые" 
0 

3035. (nenir dx. 
0 
1 


3037. (arin (1—x7)dx (р>0, 970). 
T 


+оо 
3038. баз 9 ёс 3039, | ==. 
0 0 ас 


3041. Sá se dezvolte după puterile întregi si pozitive ale 
modulului k (0.201) integrala eliptică completă de speța întii 


2 " 
F (k)= \- e 
(9 j Үт sino 


3042. Să se dezvolte după puterile întregi şi pozitive ale 
modulului k (Ozck<1) integrala eliptică completă de speța а doua 


IE! 


E(k)— \ V12F sine de. 


eo | 


3043. Sà se exprime lungimea arcului elipsei 


X-acosf, y-bsint (0i 2x) 


prin seria dezvoltată după puterile întregi şi pozitive ale excen- 
tricitátii. 


Să se demonstreze egalitàtile : 


3044. ! 2 ES л 2 
0 * n=l n 
Nd 1Y* (ni 
—X si —À ALT 2141 
3045. | е—° ѕіп ах йх 5 (11) 
0 п=0 
2x 
3048. Veces cos(sinx)cosmxdx = 5 (n—0,1,2,...). 


0 


Sá se calculeze : 
эх 


LT (asinx—nx)dx (п fiind un număr natural). 
d 


x 


xsinx 
NEL TN 


à 1—2« cos x+? 


Indicatie, V. exercițiul 2864. 


3047. 


3048. 
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3049. $ in (1—22 cos х--а2) dx. 
б 
3059. Să se demonstreze formula 


n Ban! 
an! d (1) 


1 (0—1)! 
ах лс-аул" i 1) 
nde a>0 si 0<9,<1. 
- Cu ce aproximaţie se exprimă integrala 
+оо 


pg d 
| тоох ^^ 
0 
dacă luăm in formula (1) primii doi termeni ? 


$ 9. Produse infinite 
1°. Convergența produsului. Spunem că produsul infinit 


e 
Р у=» a «жа = ÎL p, (i) 


n=1 
este convergent, dacă există limita finită si diferită de zero 


n 
lim II p;= lim P,—P. 
fie iz] prae 
Dacă P=0 si nici unul din factorii p, nu este egal cu zero, spunem că 


odusul (1) diverge către zero; în caz contrar vom spune că produsul con- 
rge către zero. . 5 ЭР 
Convergenta produsului (1) este echivalentă cu convergenta seriei 


e 
У; în pr (2) 
= 


ndiția necesară pentru ca produsul infinit să fie convergent este ca 
i lim p,—í. 
пэс 
Dacă р,=1+а, (п=1, 2,...) si «, nu-și schimbă semnul, atunci pentru 
produsul (1) să tie convergent este necesar și suficient ca seria 


Y „= У, 0) @) 
n= n= 


convergentă, produsul (1) converge seu diverge către zero după cüm. seria 3059 х 2, 28 ... 
© © 02 y2 Їэ--(2 V24 V242 
У а= У (2 
шар ле1 3n _ 2 
este convergentă sau divergentă. 3060. ES 80-11 3841 3 ҮЗ 3° 


2. Convergenta absolută. Vom spune cá produsul (1) ез ims 


absolut convergent sau simplu convergent, după cum seria (2) este absol. 
convergentă sau simplu convergentă. Condiţia necesară si suficientă pentru 
Produsul (1) să fie absolut convergent este ca seria (3) să fie absolut con. 
vergent: : 


Să se demonstreze convergenta şi să se determine valorile 
următoarelor produse infinite: 


Ss oes 2n 1) Qn7) . 
. $. Dezvoltarea tunctiilor in produse infinite. Pe m—4 ta 
— oo cx« +оо au loc dezvoltările Ё n. 3061. П а=: 3063. ESSE (2443) @л+5) " 
4x? сай 
sin хех  1-, | cosx = [T fi- c Fra 
п 2 E 2n—1)? z? 1 a a 7-0). 
ux TR юэ Mu 3062. [| [1+ raza); нөж Ц p 
п=1 


In particular, obtinem din prima dezvoltare pentru x = 5. formula щі 


Wallis 3065. Implică oare convergenta produselor infinite 


Е П 3n 21 TI p, Și i q, $i convergenta produselor: a) Ti Pata) b) 177: 
2n—1 2nd п=1 п=1 n=l n=} 


п=1 


Să se demonstreze următoarele egalitàti: ©) II ГД! ПЕЕ 
nin? 
п=1 


n=l è 
3051. i 1— 2) = 3 . 3054. П Е AN | -— Să se studieze convergenta următoarelor produse infinite: 
p D d de oy » : 3066. 1-2. 3069. 11 1-2. 
3052. I er bu ui 3055, I cos 58 не ni ка 
3067. 11 iH. 3070. о. 


и | 
3053. П|- 2 | 3056. По = Să. 


п=1 n-i 


п=2 п=1 x " í 

= 3068. 111+ 
3057. [Jen = эх E т 

i 

T 3071. H "inem , unde z2--an--b-0 pentru n. 
3058. П (15622) = Lx ([х1-2). m 


f „(п—ау)(а—а;)...(1—ар) 


3072. (— 5; (7--0,) ---(7--0р) 


y unde n7 bi (1, 2, ..., p). 
n= 
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| тү 3076. IL" n. ыг icr 3093. fp n 
n-i e n-i 
- НЭГ 3091. 11|1--5:55), ja. B D Caii 
: ГИН 3077. ИП +] ". Р Ш М с] i ээх al Д T 
E ix 3092. I[ --17 o ар 
yiti aa AHDE 3095. [[|1+©5 |, 
n-i 7 3096. [1+ 1 ма d гн 
(85), шше с>. trad gan vss) 
nei x[ 1— — 1 Їл + Р 
к ву" Wee 
= : — EUR "Wa 
WU Цин m ees mess) eene 
ir +5 |. 3083. IE 2 х" 3098. Să se arate că produsul 6 
п=1 2 (1+7 + 3)(1- isl(t*; i$ *3) [i77 
И | | 201 " Ed este convergent, desi seria e үз 
3081. т 3084 i (1 | 
аны ШЕ йт} Css +]+ C 


este divergentă. 


3085. 1| / ш(п-х)--1ал. 3099. Să se arate că produsul i (1+0), unde 


п=1 
-үг 4а -2k— 
- 3086. Să se demonstreze cá produsul П соз х, este conver- Эрэ ЦЭ л " 1; 
п=1 1. ES 15 1 
gent dacá este convergentă seria хэв ҮЕ + P T IYE” dacă n=2k, 


3087. Să se demonstreze că produsul iei +9, 3 | la, < 1] „este convergent deşi seriile Sia, şi Ў, 22 sînt divergente. 


este convergent, dacă seria Y а, converge absolut. 3100. Fie 
Să se studieze сопуегсеща absolută si сатаната simplá а (х= SE 
următoarelor produse infinite: : a ea 
g+ g+ (funcția lui Rieman i - А | 
3088. Ш: c'e]. 3089. iri Ти |, Ecos ann) şi p, (1-1, 2,... nişte numere prime 


n=l п=1 
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Sá se demonstreze cá Indicatie. Se va pune limita căutată sub forma unui produs infinit 
E! 
П 1 X) =. ЭР 
Pi A=li =й н 
E a анан а Ш ад 
3101. Să se demonstreze că produsul 
шз e р Pentru determinarea constantei A se va folosi formula lui Wallis. 
© - 
П (5-5) - 8105. Funcţia T(x) se defineşte, după Euler, prin următoarea 
Pn là . 
" ч п=1 rmula : 
51 seria п\п* 
i 
Г(х)= m x (Х-Е1)...(х+п) ' 


Pornind de la această formulă: а) să se pună funcţia Г(х) sub 
rma unui produs infinit; b) să se arate că T (x) este definită pentru 
toate valorile reale ale lui x diferite de numerele întregi negative; 


;) să se demonstreze relaţia 
; T (x4-1)—xT (x); 


„să se obţină valoarea lui T(n) pentru л întreg şi pozitiv. 
3106. Să presupunem că funcţia f(x) este (propriu) integrabilă 
pe segmentul [a, b] si că 


n 70, fa Plati) (0—1, 2,..., n). 


P 
unde p, (n=1, 2,...) sint numere prime succesive, sint divergente j 


(Euler). 
3102. Fie ыг (п=1, 2,...) si 


p 1240; з @>0). 


“Să se demonstreze cá 
-05 (5) . : 
п? Á 


indicație. Se va considera 


p 
lim a, n? —d, I ea (: + H : 54 se demonstreze cá 
noo aci ад п 
3103. Să se demonstreze cu ajutorul formulei lui Wallis că lim IL (+ fa- Ks 4: ил 
11:3-5...(2л-1) 1. пэ і=1 n 
2-4-6... (20) | Van 3107. 53 se demonstreze cá 
3104. Sá se demonstreze cá expresia „ка 
" nie? П (а+10) 
ті s i=0 2 
п, lim ——; == 


3 


are o limită A, diferită de zero pentru 7-»со. 


Să se deducă de aici formula lui Stirling baso g ASA. 


1 
пі AR а (14-5), „3108. Fie f,(x) (1—1, 2,...) nişte funcţii continue in inter- 
: (a, b) si 1f, (x)! 2с, (п==1, 2,...) unde sería Ў Cn este. 
e e 


unde lim e, —0 şi A= |25. 
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Să se demonstreze că funcţia im 22015 PERENNE NI 
Р 2) -- Ўл; 4 9 m (2л — 1)! 
Fo) р 7, o9] Рек 9 ва й, 
ET nao nl noo ln PT 


este continuă in intervalul (a, b). 
3109, Să se găsească expresia derivatei funcţiei 


i 5 11. Aproximarea funcțiilor continue prin polinoame 
Р) M [1-7 f, 6). 


1°. Formula de interpolare a lui Lagrange. Ройпопни 
i Lagrange 


n Эн 
E - (К--Хо)..4(Х--Хү,ү) (Х— xiu) GT xj) : 
Р) Y баха) ох) Qi Xp) рх) % 


Care sint condiţiile suficiente pentru са F'(x) să existe? 
3110. Să se demonstreze că dacă 0<x<y, atunci 


(301. Gg) =й 


neo Y UT 1)... (ул) 


1-0 
1 se bucură de proprietatea cá Р, (x;)=y; (1-0, 1,..., п). 


Ж 2°. Polinoamele lui Bernstein. Dacă f (x) este o functie con- 
“| tinuá pe segmentul (0, 1], atunci polinoamele lui Bernstein 


Во) = у, f [| Cixi (a-si 
1-0 


T pé segmentul [0, 1] converg unitorm către funcția f(x), pentru noo. 


3121. Să se construiască polinomul P,(x) de grad minim, 
„care să aibă sistemul dat de valori: 


5 10. Formula lui Stirling 


, ,bentru calcularea lui n! pentru valori mari ale lui n este utilă formula 
lui Stirling > 
9л 


Gm artt 
п\= [25 п me ЫН (Qco c1). 


Să se calculeze, folosind formula lui Stirling, valorile аргохі- 
mative ale: 


ii | 1 
„3111. lg 1001 | Psi я [*- x 0 | 4 | 5 | 
3112, 1+3+5... 1999, 3116. V 15e ds. -—]- | mu 
1-3-5...99 0 5 ї | -3 TE 
зиз. 125608. Е а ТЕБ. | | dad 
3114. Cii». 3117. | 51200 x dx. Care sint valorile aproximative ale lui 
100! 
3115. эт „(—1), Р,(1, Р, (6)? 


= 77 8122. Sá se scrie ecuaţia parabolei у--ах2--фх-Ыс, care trece 
| prin urmátoarele trei puncte: 


Alxo—h, ул), B(xo Yo), C Go ft, y). 


3123. Sá e _deducă formula care ne dà valoarea aproximativă 
rădăcinii y=} x (1 <x 22100), folosind valorile xj—1, уу=1; 
25, y,—5; х= 100, y2=10. 


— Culegere de probleme şi exercitii de.,analiză matematică 


3118. Să se deducă o formulă asimptotică pentru produsul 
(2n—1)11—1-3-5...(210— 1). 
3119. Să se calculeze valoarea aproximativă a lui С?,, dacă n 
este mare. 


3120. Să se calculeze, folosind formula lui Stirling, următoa- 
rele limite: 
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3124. Să se deducá formula de aproximaţie avînd forma 
sin xPezax-J-bx3 (05х90), 
folosind valorile 
sin 0*—0, sin 30°= 1 „sin 90*—1. 


Folosind această formulă, să se calculeze valorile aproximative 
ale lui: 
sin 20°, sin 40°, sin 80°. 
3125. Să se calculeze polinomul de interpolare al lui Lagrange 
pentru funcţia f(x) = |х| pe segmentul [—1, 1], dacă abscisele 


punctelor de interpolare ale acestui polinom sint х;=0, + zi 1, 
3128. Inlocuind funcţia f(x) prin polinomul lui Lagrange, să 
se calculeze valoarea aproximativă a integralei 


, 


unde 


y) 5 45 3 2,5 | 55 
! 


3127. Să se construiască polinoamele lui Bernstein В, (x) 
pentru funcţiile х, х2, x? pe segmentul. [0, 1]. 

3128. Să se scrie formula polinoamelor lui Bernstein В, (x) 
pentru funcţia f(x), definită pe segmentul [a, 2]. 

bes Sá se aproximeze funcția f(x)— шэн pe segmentul 
[—1, 1] prin polinomul lui Bernstein В,(х)., 

rt se construiască graficele funcţiilor plete şi y— B, (x). 


3130. Să se aproximeze funcţia f(x)—|x! “Ын polinoamele lui 
Bernstein de grad par, pentru —lzxzl. 
3131. Sá se scrie polinomul lui Bernstein B, (x) pentru functia 


Хх) е (ах). 
3132. Să se calculeze polinomul В, (х) pentru funcţia f(xj— 


хүл 


—cosx pe segmentul —5 zx. 
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3133. Sá se demonstreze cá |x |= lim Plx) pe segmentul 
‚ 1], unde 
— x2 
P(x) 1-1 К x лау, 


2 
A i-2 Qi 


3134. Fie f(x) o funcţie continuă «ri 
pentru —51xz^«x Si ал, b 
(n—0, 1, 2,...) coeficienţii ei Fourier. Să se aed poli- 


- noamele trigonometrice ale lui Fejér 


n=l 
o,(x)— 2 4 У (1-4) (a: cos ix 4- b; sin ix) 


converg uniform către funcţia f(x) în intervalul (—т, x). 


UT n Sá se construiască polinomul lui Fejér co, (х) pentru 


f(x)-|x| pentru —т хт. 


PARTEA À DOUA e 
FUNCȚII DE MAI MULTE VARIABILE - 


S 


CAPITOLUL VI 


CALCULUL DIFERENTIAL AL FUNCTIILOR 
DE MAI MULTE VARIABILE 


S 1. Limita unei funcții. Continuitatea 


15, Limita unei funcții. Fie funcția f(P)=} (Xy, Xa Xp) de | 
finită pe mulțimea E, avînd un punct de acumulare py. Se spune că 


Jim fe 4, 


РэР, 
dacă pentru orice e > 0 există 3—3 (e, Ро) > 0, astfel încît 
if(P) —Al «s 


de îndată ce РСЕ si 0 < (Р, Pj) < 8, unde c (P, Py) este distanța dintre 
punctele P $i Py. 


2°. Continuitatea. Spunem că funcţia / (Р) este continuă în punc- 


tul Py, dacă 
n FPSS (Ро. 


Funcţia f(P) este continuă într-un domeniu dat dacă ea esie continuă în | 
fiecare punct al acestui domeniu. 


3°. Continuitatea uniformă. Spunem că funcția f (P) este uni- 


form continuă în domeniul G, dacă pentru orice s > 0 există un 3 > 0, care Ч 


depinde numai de s, astfel încît pentru orice pereche de puncte-P' si P" 
din G are ioc inegalitatea : 


РР") СР") < s 
p (Gr, Р") < 8. 


O funcție. continuă într-un domeniu mărginit si închis este uniform con- : 
tinuá in acest domeniu. 


de indatá ce 


Să se determine şi să se figureze domeniul de existenţă „al |. 


următoarelor funcţii: 


"3158, z= |x | - y. 


LIMITA UNEI FUNCŢII. CONTINUITATEA 


3136. п=х + үу. 3138. п= |1 х2— у2, 


1 


3137. u-Y1—38 + | y?—1. 3139. u= 


Veri 
3140. u= (0 y) 002-95). 
: XHY , —arcsin Š in(1— 
3141. u— t ET E 3148. u arcsin- + arcsin (1— y). 


3142. u= /1—(x2+y}. 317. u= Гу). 
3143. u= In (—x—)). 3148. u=arccos 
y . 
х 


шош ME 
Үх2+у? 
3149. u-- In (хуг). 


3145. и—агссоз =, . 3150. u= In(—1—x?--y?-z2).. ~ 


Să se construiască liniile de nivel ale următoarelor funcții : 
3151. z=x +y. 3159. z= |x!+|y|—|x+y|. 
3152. z—x?--y*. ` 


2х 
NP IT 
3153. z—x?—y?. 3160. z— e К 


3161. z—-x" (x 0). 


3154. z— (x4- Y. 
2185. ges e | 9162. 2-Х67 (x >0). 
> 2 
1 3163. z— In ipeum (a0) 
3156. z— 1-2) (х+а)?+ y: 


n z—arcig 2. 
3157. z= xy. 3164. z=arctg сга (a> 0). 


3165. z —sgn (sin x sin y). 

Să se găsească suprafeţele de nivel ale următoarelor funcţii : 
3166. и=х+у+2. 
3167. u—x?- y?- z. 
3168. u—x?4- y?—z?. 


3169. и--(х--уу--22, 
3170. u—sgnsin (x? + y? - z2 


y 


310 CALCULUL DIFERENTIAL AL FUNCȚIILOR ОЕ MAI MULTE VARIABIEE, LIMITA UNEI FUNCŢII. CONTINUITATEA d ari 


Să se studieze natura suprafeţelor după ecuaţiile lor: 


lim (lim f(x, y) ) = lim ( lim f(x, y) ) = 0, 
-f(y— 173. z— а х 0 x90 
3171. z— f (y—ax). 3173. z—xf ( s | Ж Ши Ун Nils y30 хэ 
2 _ y x20 
3172, z— f (Vx? F уд, 3174. z—f | 7 3183. Să se arate cá deşi pentru funcţia 


3175. Să se construiască graficul funcţiei 


Р(х, у)=(х+у) sin i sin + 
F (t) — f (cos t, sin £), 


itele iterate n { шш Р(х, у)} şi lim { om f(x, y)} nu există, 
y 
totuşi există tim 1 (x, "y- 0. 


unde 
1, dacă умх, 


fe у) = | 0, dacă y<x. 


ă 2. 2:39. 3184. Si p^ gáseascá 
93176, Să se găsească /[1, Z), dacă 7 (x, 9-3 s lim (lim f(x, y)) şi lim (lim f(x, y). 
xoa yb yb хэа 


$3177. Să se găsească f(x), dacă 1 dick: s 
E а) /(х, у= d а= c, bt о; 


П 


uy 
X 2) x gum (x > 0). 
3178. Fie А 
- - ы ; а= о, b-— 4-0; 
z= Гу «f(x —1). ГУА E br pe PE 
Să se determine funcţiile f f şi z, dacă z—x pentru y=1. E- c) f(x, y)=sin BEI а= œ, b= o; Jose Ce 
X, 3179. Fie К те | 
#=х+у+/(х—у). 9) /х, Уу үүдээ 4—0, b= o; 
Sá se găsească funcţiile f şi z, dacă z—x? pentru y=0. e) fx, Duda (x+y), a=1, b=0, : 
Xx 3180. Să se găsească /(x, y), dacă f [x+y x 2) Era й Să se găsească următoarele limite duble: 
ух? 
, 3181. Sá se агаіе cá pentru functia 3185. lim эн ВИР 3189. lim E | 
x—y хэс Х2— Xy+) xato ХУ 
fe у— 52 5 ma Цэн” 
avem : 3186. lim ERE 3180; lim CPR 
3 ам хэ 
lim (lim /(x, y)}=1; lim(limf(x, y)) -—1, dU 424 ы А 
” , x20 y20 ? у»0 хәб j у 
in timp ce lim f(x, y) nu există. 3187. lim 2229 3191. lim (i ES r3 . 
у»0 x20 : rre B 
3182. Se/se arate că deşi pentru funcţia idi: "n me). 


digi wk e») 
3188. dm Gay 7. 3192. e 
уэ+® 4 узд 


f(x, y)- E 


хгугы(х-уР 
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3193. Pentru ce direcţie ф există limita finită: 


LIMITA UNEI FUNCŢII, CONTINUITATEA " 313 


3204. Să se arate că mulțimea punctelor de discontinuitate 


ale funcţiei f(x, y)exsin-L, dacă y#0 si f(x, 0)=0, nu este 
| o mulţime închisă, y 


x 
a) lim e": p) lim e*—".sin 2xy, 
И цаг | уун : 3205. Să se demonstreze că dacă funcţia f (x, y) este continuă 
dacă х=рсозф şi y—psing? | în raport cu variabila x într-un domeniu G şi este uniform con- 
Să se găsească punctele de discontinuitate ale următoarelor $ tinuă în raport cu variabila y, această funcţie este continuă în 
funcţii: -domeniul considerat. 

3194. u= —. 1 3 TM. 1 3206. Să se demonstreze cá dacă într-un domeniu G funcţia 
m 3198. u= ————. E s dea "n Ч 3 EA 
Үх?+ у? sin x sin y | f(x, y) este continuă in raport cu variabila x şi satisface condiția 


3195 u= Ei : 3199. u= In (1—32—y2). [dui Lipschitz in raport cu variabila y, adicá 
А IF у)—/х, Y) z Liy—y'l. 
3195. u= 42327. 3200. u= .L.. | ў : 2 
ES й xyz “unde (x, у) EG, (x, y") ЄС si L este o constantă, această funcţie 
3197. u= sin 1 „este continuă in domeniul dat. 
EN TR 3207. Să se demonstreze cá dacă funcția f(x, y) este continuă 
3201. u— In Ё 1 | in raport cu fiecare din variabilele x si y în parte si este mono- 
` Поа 09-28 44-28 tonă in raport cu una din ele, această funcție este continuă in 


raport cu ansamblul variabilelor (Young). 

3208. Să presupunem că funcţia /(x, y) este continuă în 
г domeniul a < x < A, b z y £ B, iar şirul de funcţii o, (x) (— 1, 2,...) 
este uniform convergent pe [a, A] şi satisface condiţia 0.2, (x) <В. 
Sá se demonstreze cá şirul de funcţii 


FG) 7 (х, e, (0) (n=1, 2,...) 


este si el uniform convergent pe ]a, A]. 

3209. Să presupunem cá: 1) funcţia f(x, y) este continuă in 

domeniul R(a<x<A; b«y« B); 2) funcţia e (x) este contintă în 

intervalul (a, A) şi ia valori apartinind intervalului (b, B). Să se 
demonstreze că funcţia 


3202. Să se arate că funcţia 
2xy 
fx, y- xL y? , 
0, dacă x?4 y? ~ 0, 


dacă x?4-y? 50, 


este continui in raport cu fiecare din variabilele x si y in parte 
(fixînd cealaltă variabilă), dar nu este continuă in raport cu an- 
samblul acestor variabile. 

3203. Să se arate că funcția 


dacă х2--у2200, 
| - Е (х) =, 9) 

| este continuă in intervalul (a, A). 

— ..9210. Sá presupunem cá: 1) funcţia f(x, y) este continuă in 
domeniul R(a<x<A4; b«y« B); 2) funcţiile x=¢(u, v) si 
-y-w(u, v) sint continue in domeniul R'(a'<u<A'; b'«v« B") şi 
1 iau valori apartinind respectiv intervalelor (a, А) si (b, B). Sá se 
"demonstreze cá funcţia 


F(u, v)— f (e (u, v), w(u, v) 
ste continuă in domeniul R’. 


x? 
FEY 
fe у)= | * 
0, dacă x?4-y?—0, 
este continuá in punctul O (0, 0) de-a lungul oricárei raze 
x=tcosa, y=tsina (0.2 £« + оо), 
care trece prin acest punct, adicá existá 
lim f(£cos«, fsina)=/f(0, 0); 
150 


totuşi această funcţie nu este continuă in punctul (0, 0). 
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8 2. Derivate parţiale. Diferentiala unei funcţii 


1°. Derivate parțiale. Rezultatul derivării uaci funcții de mai 
multe variabile nu depinde de ordinea derivării, dacă toate derivatele саге ` 
întră in calcul sint continue. 


2°. Diferentiala unei funcții. Dacă creşterea totală a unei 
елеш f(x, у, z) de variabilele independente x, y, z poate fi reprezentată 
sub forma 


i i i irectia / din spa- 
Y vata după o direcție dată. Dacă direcția i 
f A pM dată de Soria directori: (cosa, cosg, cosy} si шаг 
асна u-f(x, y, z) este derivabilă, atunci derivata după direcția | se calcu- 
- Jeazi după formula 


ôu ди eu ди ЕЖ 
бй A 
Af (x, y, 2) = Ax - Bay+ CAz-0 (д), coset = созВ + az 


ôl ox 9) 

Viteza creșterii maxime a unei functii într-un punct dat este determinată în 
Í mărime, direcție şi sens de vectorul — gradientul funcției : 

: u> gus gu? 


9 
grad ын t» 52" 


unde А, В, C nu depind de Ax, лу, az si el (аху (лу)?+ (az), spunem 
că funcția f (x, y, z) este derivabilă, iar partea principală (liniară) a creşterii ` 
AAx-- BAy+ Caz, egelă cu 


df (x, у, у= Go y, 2) аху (х, у, 2) dft (x, у, 2) dz, (0 


unde ах= 4х, dy —Ay, dz—az, o numim diferentiala acestei functii. 


Formula (1) își păstrează sensul și în cazul cînd variabilele X, у, 2 Sint 
niste functii derivabile de alte variabile independente. 


Dacă x, y, z sînt variabile independente, este valabilă, pentru diferențialeie 
de ordin superior, formula simbolică: 


3 a cărui mărime este egală cu 


4 qu, (дп? (ди? 
(eei V 85 2l " 


3211. Sá se arate cá : : 
f(x б)= 3 D 0). 


3212. Să se calculeze /,(х, 1), dacă 


a^f (x, y, 2)-| dx ауе ад | ja, у, 2. 
ox ду 92 


`~ 9" Derivata unei funcții compuse. Dacă (0-4/(х, y, 2), 
unde х= (u, 0), y (U, v), z=% (u. v) şi funcțiile у, Ф, X Sint derivabile 
atunci Р 


mE: 

f(x, у)=х+(у—1) arcsin | 

Я Sá se calculeze derivatele parţiale de ordinul întîi şi а! doilea 
ale următoarelor funcţii: 


N 
043213, их pi—4x2p2, — A 3222. u=arcig т. 


Qu дю ôx дю ду дю д2 
ôu ёх ди ду ди де әп’ 3 
ôw дш ЭХ our бу ôw д2 


dv Өх ёр 8y Qv 82 dv 


„жр » x+’, 
Pentru caicularea derivatelor de ordinul al doilea ale funcției w este util ў 48214. u=xy+ y = 3223. u=arcig 1—ху 
să folosim următoarele formule simbolice : A d x 
«3215, u—* — 8224, u=arcsin —,———. | 
дш 9 8 912. Р, дш. ё0,8ёш ӘР дш y ER xipy | 
Гаж Chur Каш у ы E *.*+8216. uL. ; 1 
şi d 5 Зани гэ | ‚@3225. =й 
| о ы б „бү. 8 ê ê ;e ^3217. ux sin (x+y). M" 
E adia $$ altere) x 73218. u- 0827, A 3226 а-() E 
ӘР, à д0, Qm ӘР, ёш A > i 
Lu óx до ду до z’ А 3219. и- 3221. uzx^- 
Te дх ày ez . — 3220. и--х7. : 43228. п= х”. 
ius cda Вед 3221. u- In x--y?. 
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gu RR N daca d E 
> poet, ec merite rois 3 3235. п=хтуп, 3238. u-In 32 y. 
u- gu э 
GU = BH 3239, u=. 
à , б-да. a 2 
dacă "EF PES WS. y y 3240. u — xy -yz4-zx. 
3231. u- lx? y. 3241. ger 


а) u=x2—2xy—3y2; b) u—x? ; c) п=агссоѕ yi 1 i А 
А y : 3242. Să se calculeze df (1, 1, 1) si d?f(1, 1, 1), dacă 
М. 3230, Să presupunem că f(x, у)=ху Ne dacă х2--у254) | 
si £(0,.0)=0. | 
Sá se arate са 


= În 
1 Јо у, 2)- үз 
„= . 3243. Să se arate că dacă 


00, 0) f’, 0, 0). 


3231. Fie п= (х, у, z) o funcţie omogenă de gradul n. Să 
se verifice teorema lui Euler cu privire la funcţiile omogene pe 
următoarele exemple : 4 


3 atunci d?u œ 0. 
3244. Presupunind că x, y sint mici în valoare absolută, să 
L se deducă formulele aproximative pentru următoarele expresii: 


a) (13x) 0 +y)"; 


2 x хүх à ks 
a) u—(x—2y--32) ; b) u= yum -[5] . | b) In(i TINH 
3232. Sá se demonstreze că dacă funcția derivabilă «=f (x, y, z) | €) жещ Iy . 
verifică ecuaţia : Lue Inlocuind e unei funcţii prin diferenţiala ei, să 
eu ди u „se calculeze cu aproximaţie: 4 
Xa gy тщ, 1 2) 1,002-2,003”-3,004, с) 1,0204 1,975 
ea este o funcţie omogenă de gradul л. B). == 1082 ; d) sin 2N èig 46°; 
 Indicafie. Se va considera functia auxiliará Ў о,ов 1053 e) 0,9755. 


1 3246. Cu cit variază diagonala şi aria unui dreptunghi de 
f laturi x=6 m şi у=8 m, dacă márim prima latură cu 2 mm, iar 
„latura a doua o micşorăm cu 5 mm? - 

3247. Mărim unghiul la centru al unui sector circular de 
schidere «= 60° cu Аж=1°. Cu cit*trebuie micşorată raza sec- 
rului &—20 cm pentru ca aria acestuia să rămînă nemodificatà ? 
- 9248. Să se demonsireze că eroarea relativă a unui produs 
este aproximativ egală cu suma erorilor relative ale factorilor. 

3249. Másurind raza bazei R şi înălțimea FI a unui cilindru, 

s-au obtinut următoarele date: i 


R=2,5 m-0,1 m; H—40 m+02 m. 


Cu ce eroare absoluiă A si cu ce eroare relativă ò. poate fi cal- 
lat volumul acestui cilindru? : - 


5 fx, ty, tz) 
шинэ Эш 


3233. Să se demonstreze cà dacă f(x, y, 2) este o functie | 
derivabilă omogenă de gradul n, derivatele ei parțiale / (х, v, 2), 
Ji y, 2), fit, y, 2) sint funcţii omogene de gradul n—1. 

3234. Fie u—/(x, y, 2) o funcție omogenă de gradul л de 
două ori derivabilă. Sá se demonstreze că 


8 Lu) MON, 
8327 186 u-n(n—1)u. 


Să se calculeze diferentialele de ordinul întîi şi al doilea ale 
următoarelor funcții (x, у, z fiind variabile independente) : р 
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3250. Laturile unui triunghi sînt a=200 m £2 m, 5—300 m5 
si unghiul dintre aceste laturi C-60*--1*. Cu ce eroare absol 
poate fi calculată cea de a treia latură c a triunghiului ? 


3251. Să se arate că funcţia 


fox y)-YIxy 
continuă în punctul (0,0), are in acest punct ambele derivate par 
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eu " 
ахду’ dacă u-xln(xy). 
su " 
- xay? dacă u-x?siny--y?sinx. 


tiale £.(0,0) şi /,(0,0), fără a fi derivabilă in punctul (0,0). — — РТ : : 
Să se explice comportarea derivatelor /, (х, y) şi Л, (х,))) . Jaz’? dacă u= arctg d y urs 
în vecinătatea punctului (0, 0). : 26 
3252. Sá se arate cá functia . mop! dacă ue. 
xy 2 2 
й uie c re „бй, da. на ! 
4 * бхдуд291 и = П mL: 
si [run 
f 10,0) —0, САА dată р d 
„dacă u-(x— == 
este continuă în vecinătatea punctului (0,0), admitind derivatel дх?ду? ae (xx (7—50)? 
parţiale f. (х,у) şi fy (x. y) în această vecinătate, fără a fi deri gu 
vabilă în punctul (0,0). De dacă п= ХУ. 
3253. Să se arate că deşi funcţia дх ду ын 
Р 1 m+n, 
: Д(х,у)= (099) sin aaa” cu х ул . du» » dacă u—(x24-32) ext, 
700,0)--0, P tI+ u 


are în vecinătatea punctului (0,0) derivate parțiale Л, у) 4 
f£; (X, y), discontinue in punctul (0, 0) si nemărginite în orice ve i 
nátate a acestui punct, totuşi ea este derivabilă în punctul (0,0 _ 

3254. Să se demonstreze că о funcție f(x,y), care are дей 
vatele parţiale / (х,у) si f, (х, y) mărginite într-un anumit dome | 
ши convex E, este uniform continuă în acest domeniu. + E 

3255. Să se demonstreze că dacă funcţia f(x,y) este con- 
tinuă în raport cu variabila x pentru orice y fixat şi are derivata 
parţială Лх, y) în raport си y mărginită, atunci această funcție 
este continuă în raport cu ansamblul variabilelor x şi y. 

Să se calculeze derivatele parţiale indicate în problemel 
următoare: > > PE 


18256. 225 269? 335) 


oxdy' 3292 ' 
/ 


` Payo 


и 


dacă и=хугех+у+ғ, 


. Sá se arate cá dacá 


u=f (xyz), 
ЭХ M 
óxayoz — FO. 


1 unde /—xyz, şi să se găsească funcţia F. 
— 3233. Să se calculeze аи, dacă 


—xi—2x3y—2xy3-4- yt x5—-3x?y—3xy? + y34- 
-F2x?— xy -2y?-- x 4- y - 1. 


. i e 
u —X—y- XA Zxy E y x5—3x?y — y? + xi—Axty? yt, 
3257. 


pg 


. Sáse calculeze Лам, (0, 0), dacă f(x, y) - e*sin y. 
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i. ta sun 4, 24 28 
Cu ce sînt egale” derivatele PEE хир p S Si E 


Să se calculeze diferentialele totale de ordinul indicat în 


exemplele următoare : 

> 3289. du, dacă и=х3--у3—3Зху(х—у). 
3270. ази, dacă u=sin (x?-- y2). 
3271. d'^u, dacă u—In(x - y). 
3272. аби, dacă u= cosx ch y. 
3273. d3u, dacă u— хуг. 
3274. dtu, dacă п==1п (x*y"z7). 
3275. d'u, dacă u— e^", 

J 3276. d'u, dacă u— Х(х) Y (y). 
3217. d'u, dacă u— f (x -y 4- 2. 
3278. d'u, dacă ц--е” 9+, 


3279. Fie Р(х, y, 2) un polinom omogen de gradul n. Să se 


demonstreze că 
d'P, (x, y, zn! P, (dx, dy, dz). 
3280. Fie 
=x уди, 
| Au-x ác 


Sá se calculeze Au şi A'u— A (An), dacă 


a) u= Sum ШЕнНЦЕЛЭЛ 
3281. Fie 
Su, gu 
Ай== ox ay: 
Sá se calculeze Au, dacă 


а) u—sinxeliy; b) а= Шр Fy. 
Яг: 


3282. Fie 
= (emp, (848, (au 
hu | + (89) + (@ 
si 
би , Qu. gu 
Au = Sut aet ай 
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Să se calculeze Au şi Aou, dacă 
: 1 
Үз +у?+г? à 
Sá se calculeze derivatele de ordinul întîi si al doilea ale 


а) и=х3 +у3--23—3хуг; b) u= 


rmátoarelor funcţii compuse : 
x У3283. пр (х2--у?4-22). X 


3285. u— f (x, ху, хуг). 


53284, и--/ х, 2). 


и 
\ 3285. Să se calcuieze Зар dacă 


u=f(x+y, xy). 
„3287. Să se calculeze 


_ Su, gu, ёш 


Anc $a + apt аа! 


u- f (x4-y--z, x? + y?4-22). 
Să se calculeze diferentialele totale de ordinul întîi şi al doi- 


! 


„lea pentru următoarele funcţii compuse (x, y si z fiind variabile 
ndependeute) : | 


3288. u—/ (f), unde £—x--y. 3291. u—f (t), unde t—xyz. 
3289. u— f (£), unde t= 2. 3292. u= f (x?--y?4-z?). 
— 0 
— 8290. u= (2492). | eS 
3293. u —f (E, n), unde £— ax, т=бу. 
.3294. u — f (E 1), unde £-x- y, т=х—у. 
pe uf 1), unde Ё-ху, n= Žž. 
3296. u— f (x4-y, 2). 


(3297 u— f (x-- y-- z, x? - у?--2?). 


йй а-у: Т}, 


3300. п= (Е, 7, О, unde £—ax, n=by, &=с2. 
1. u—f(&E m ©), unde £—2?4-y?, т==х?—у°, S Zxy. 
1 ` Culegere de probleme si exerciții de analiză malér.alch i 


ü-f(x, y, 2), unde х--4, у=, 2-1, 
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3310. Să se demonstreze cá dacă funcția п=ц(х, f) verificá 


= n х. 
чыкны ааыа cuatia căldurii (v. problema 3309), atunci funcția 


3302. u=f(ax+by+c2). 3303. и--/ (ax, by, cz). 
3304. и=]( 7, 9, unde Ё-а,х--0,у4 62, = asx + boy 4- 
pez, X = dax bay + caz. 
"8805, Să presupunem că u—f(r) unde г=| x2+y2+22 si f 
‚ este o funcţie de două ori derivabilă. Să se arate că 
Au=F(r), 


este operatorul lui Laplace, şi să se- 


AA NE. 1 
v= тт“ и E: .- Ч) (£>0) 
erifică şi ea această ecuaţie. 
3311. Să se demonstreze că funcţia 
eu, gu, би 
aet opt дг 
determine funcția F. 

3306. Fie u şi v două funcţii de două ori derivabile şi A ope- 
ratorul lui Laplace (v. problema 3305). Să se demonstreze că 


А(цру--иАр--рАн--2А (п, 0), 


unde Ай-- 


u= —› 
r 


- unde r— |/(x—a)--- (y—5)---(z—c), satisface pentru rz-0 ecuația 

ui Laplace i 
ёш ёш ёш 

Auc +: 0. 

$ 3312. Să se demonstreze că dacă funcția u—u (x, у, 2) satis- 

face ecuaţia lui Laplace (v. problema 3311), funcţia 

1 kx Юу EE 


U-———u|-—— эт 


FFF 


unde 
_ дидо | дидо | anav, 
Au, 0)= AS + буду Т гәр 


sil 
x. 8307. Să se arate că funcţia 


u= In {x aj 4-(y—by. - ENS . 
А : unde К este o constantă si 7--1Х2--у2--22, satisface şi ea această 
(a si b fiind constante) verifică ecuaţia lui Laplace cuatie. 

3313. Sá se demonstreze cá funcţia 
Cer + Ce? 
кее qun аы, 4 


дш pu 

as ty =0, 
aH 3308. Să se demonsireze că dacă funcția u=u (x, y) satis- 
face ecuaţia lui Laplace (v. problema 3307), atunci funcția 
E > y» 


e 
й= 


unde r— Yx23y2322 şi Су, C, sint constante, verifică ecuatia 


T | -lui Helmholtz 
Xy ху T fa NES 
p queunt са 482 бл — a2u 
satisface şi ea această ecuaţie. 9х 9)? 92 


4 3 3309: Sá se arate cà functia 3314. Să presupunem că funcţiile ш — u, (х, у, 2) Si tt — a» (X, у, 2) 
RN кы 


0—5) " verifică ecuaţia lui Laplace Au=0. 
desc. s 54 se demonstreze că funcția 
* 2a “zt 
Mu T TTC и== ц, (x, y, 2) + (x? ey? 22) us (x,y, 2) 
(a si b fiind constante) verifică ecuația căldurii ” ЁО" ue. ua si 
arifică ecuația biarmonică 
ди spi. 


şi = дх° A (Av) - 0. 
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3315. Să presupunem că f(x,y,z) este o funcție de m o 
derivabilă şi omogenă de gradul n. 
Să se demonstreze că 
$c» ay +z TA f(x, у, z)- n (n—1)...(n—m +1) fix, у, 2). 
pi Să se simplifice expresia 


sec x 22 + secy & 


dacă 
z=siny + f(sin x — sin y), 


f fiind o funcţie derivabilă. 
| . Sá se arate cá funcţia 
z=x"f =), 


unde f este o funcţie derivabilă arbitrară, satisiace ecuaţia 


Xx +2 y -nz 
"i. 3318. Să se arate că 
z=yf (x? — y?) 
f fiind o funcţie derivabiiă arbitrară, satisface ecuaţia 
2 82 QE о 
ys» зу =. 


3319. Sá se simplilice expresia 


ди ди ди 

Эх Т гу Т RU 
dacă 

1 1 1 
u= g (у-2)+ yf (У-х,2-х), 
f tiind o funcţie derivabilă. 
3320. Fie 
Х2-10, y?—uw, z?—uv 

şi 


(х, y, 2)=Е(и, v, wy. 


AR 
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Sà se demonstreze că 
Xf tyy аР ШЕ, tF, + WF, 


Presupunind că derivatele funcţiilor Ф şi p etc. sînt derivabile 


de un nümár suficient de ori, sá se verified urmátoarele egalitáti : 


dacă z=9 (x? + y?). 
д 2 У 
2 T dacá z— ax 4-9 (xy). 
x? 
$ ii 4$ —xyz, даса z—e'e(ye?). 


9м. хэ дп х pay St Р ur dacă п==х”ф E 3)- aa 
иг, ху х 4 
95. хауа? адр =и+ 5, dacă u= 
ху У. 
, = 2 mxr 2). 
2 2 
3328 Bu _ 029%, dacă u—d(x—at) + w (x-Fat). 


fe prep 
si 


Pu оби 2 Ч _0,| dacă n xo (xp y)-- yu (x--)- 


ex? дхду cn 
328. x2 9" ox -уг2 4.20, dacă u— [> 
x аа 213 pTO dacă u-e[ I] 


ez) 


Фи 
9? 
dacă u= x"e (2-9 с |, 


3329. х22 1 оху. ёш. уг 


ax Эхду | -—n(n—1)u, 


ĝu да п Á 
Z 3330. exa бу en" dacă u—9 [x--v(y)]- 


Să se elimine prin derivări succesive funcţiile arbitrare Ф si y: 
3331. z—x--* (xy). 3335. u= Al 
citi ЕЕ z): 3336. z—e(x) + Y (у). 
3333. m să у?). 3337. z—e(x) w(y). 

3334. u— e (x—y, у—2). 3338. z= (x+y) + (х—у). 


х 


B 1 т J F 72 
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———————————————— {== +з 
3347. Sá se afle unghiul dintre gradientii funcţiei 
| ` u=x?-+y?—2? 


în punctele A (s, 0, 0) si B (0, e, 0). А | 
3348. Cu cit diferă in punctul M (1, 2, 2) mărimea gradien- 
tului funcţiei 


3339. z-xs|3-] зэм| 5 |. 3340. z=) +Í 


3341. Să se calculeze derivata funcției 


x 
y 
z=x—y? 


în punctul M (1, 1) după direcția /, care face cu direcția pozitivă | 
a axei Ox un unghi «—60*. 
3342. Să se calculeze derivata funcției 


а=х+у+2 
e mărimea gradientului funcţiei 
0 —X--y--24-0,001 sin (10% j324- 24-23)? 


3349. Să se arate cá în punctul Mo (Хо, yo, 20) unghiul 
'dintre gradientii funcţiilor 
u—ax?4- by?-- cz? 


= Х?—ху--у? 


în punctul М (1, 1) după direcţia /, care face ип unghi « cu direcţia 
„pozitivă a axei Ox. Pentru ce direcţie are această derivată: 
a) valoarea maximă ; b) valoarea minimă ; c) valoarea egală cu zero. : 
3343. Să se calculeze derivata funcţiei “şi 
А 4 v— ax?-- by?-- cz?-- 2mx 4- 2ny 4- 2pz 
a, b, c, m, n, p sint constante $i a?4- D?-4- c? 0) tinde cátre zero 
_ dacă punctul Mg se îndepărtează spre infinit. 
3350. Fie u—/f(x, у, 2) o funcție de două ori derivabilă. 


9° и ă 22 T 3. 
Sà se calculeze Sr- 4 &), dacă cos«, соѕ В, cosy sint cosi 


nuşii directori ai direcţiei l. | | 
3351. Fie u=f(x, y, 2) o funcție de două ori derivabilă şi 
1, { созо, соѕ 8, coss), 12 { соза, cosi, сово}, 
1, (с080а, соѕ Вз, COS 5] — . і. 


z—|n (x?4- y?) 


în punctul M (хо, yg) după direcţia perpendiculară la linia de 
nivel, care trece prin acest punct. 
3344. Să se calculeze derivata funcţiei 


x y? 
2=1— 1-5 + 5) 


in punctul M | 5" ү!) după direcţia normalei interioare în acest 


punct la curba dj 


5 j у= =i : Ж» 


; trei directii perpendiculare intre ele. 
qoc op 


Să se demonstreze că 
gu P, [әш 2 qeu P (au ( би im ди |, 
а) [8] + |д=| [3] аа 18] -[£ ? 
cu , u , ĝu eu ,8u 1 gu 
el eb eh ec av aè 
3352, Să presupunem cá u=u(x, y) este о funcţie derivabilă 
şi că pentru y—a? avem: " 


u(x, у)=1 4 2 


5 es 


pentru y—3?, 


3345. Sá se calculeze derivata functiei 


п=хуг = 


în punctul M (1, 1, 1) după direcţia / (cos, cos, cosy}. 
Care este valoarea gradientului funcţiei in acest punct? 


3346. Să se afle mărimea, direcţia şi sensul gradientului 
“funcției 
=x. 
u= ~ 
' gu 


Sá se calculeze Ер 
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3353. Să presupunem că funcţia u—u (x, y) verifică ecuaţia 

du Pus 

ex 3y 7 

şi că, în afară de aceasta, mai verifică si condiţiile + 


0 = 


а(х, 2х) = x, п. (х, 2x) = 02. 
Sá se calculeze 


их(х, 2x) шу(х, 2x) и" (х, 2x). 


Punînd z—z(x, y) să se rezolve următoarele ecuaţii : 


guo 8: 
3354, 82 —0. 3355. 27. 0. 3356. 


3357. Punind u—u (х, у, 2), să se rezolve ecuatia 
gu : 
agya 70 

3358. Să se găsească soluţia z—z(x, y) a ecuaţiei 


dz | 
a 0. 


care satisface condiţia: z (x, x2) — 1. 
3359. Să se găsească soluţia z—z (x, y) a ecuaţiei 
gu 
às? 
satisfácind condiţiile: z(x, 0)—1, zj (x, 0)—x. 
3380. Sá se găsească soluția z—z(x, y) a ecuatiei 
822 
9хду 
care satisface condiţiile : z (x, 0) x, z (0, y) —y?. 


=х+у; 


8 3. Derivarea funcţiilor implicite 


1°. Теогета de existență. Dacă: 1) funcția F(x,y,z) se anu- 
leazá intr-un punct А, X Yo 20): 2) F(x, y, 2) şi Е! (х, у, 2) sint definite si 
, continue in vecinătatea punctului” А: 3) FC Xo Jo 20) 3% 0, atufici într-o ve- 
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tate oarecare suficient de mică a punctului A (xo уо) există o funcție 
continuă unică 
z=f (x,y), 0) 


care satisface ecuația SENE уа ма 
Я F 5 92-0 
ci astfel încît z9— f (хо, Yo). 

2°. Derivabilitatea unei funcții implicite. Dacă 4) func- 
На F(x, у, 2) mai este si derivabilă în vecinătatea punctului 2, (хо, Yo 20), 
atunci funcția (1) este derivabilă in vecinătatea punctului Ар (хо, yo) si deriva- 


tele sale г şi 5 pot fi determinate cu àjutorul ecuatiilor 


9. 


5 2) 


Dacá functia F (x, у, z) este derivabilă de un număr suficient de ori, atunci, 
< derivind succesiv egalitátile (2) se pot calcula, de asemenea, derivatele de 
ordin superior ale functiei z. 


3* Funcții implicite definite printr-un sistem de ecuații. Să 
presupunem că funcțiile А; (X; ....,х35 Yves Yn) (= 2,..., n) satisfac 


“următoarele condiţii : St pp 
1) se anulează în punctul Aj (дэн Xmg? Уруз» Yng) 
2) sint derivabile in vecinátatea punctului Â: j 


9 Gy, Fn) 


9 (Yis Yn) 
In acest caz sistemul de ecuații 


Fi (ees Хы; Уух,» Yn)=0 


„definește in mod unic, într-o anumită vecinătate a punctului A, (x. 
- sistemul de funcții derivabile 


Ун Озен) 48555, 
care satisfac ecuațiile (3) si condiţiile initiale 
Ж G9 se Ху) 7 Jig (121,2 pe sens 


Diferentialele acestor funcții implicite pot fi determinate cu ajutorul sis- 
_ {етшш 


3) determinantul functional 550 in punctul 3, 


(—1,2,...,n) G) 


ТЭ 


»n), 


m n 
@ ав, 
д аху bit Y буу D=? 
j=1 k=1 
(21,2,...,0) D. 


1) In formularea majorității problemelor din acest capitol vom presupune, 
fără a mai mentiona in mod special, că sînt satisfăcute condiţiile de existență 
ale funcțiilor implicite si ale derivatelor lor. 
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3361. Să se arate că funcţia lui Dirichlet 5. Cite funcţii uniforme continue y—y(x) (1—8«x« 142) 
tisfac ecuaţia (1) dacă y(1)—1 si 8 este suficient de mic? 


1, dacă x este rational, 
~ fi 3366. Ecuația 


0, dacă x este irațional, 


х2 +y? = xt yt 

îl defineşte pe y ca o funcție multiformă de x. [n ce domenii această 
“funcție 1) este uniformă, 2) are două determinări, 3) are trei de- 
terminări, 4) are patru determinări? Să se determine punctele de 
ramificare ale acestei funcții si ramurile sale continue si uniforme, 
3367. Să se determine punctele de ramificare si ramurile con- 
tinue uniforme y—y(x)(—1zxzl) ale funcției multiforme y, de- 
finită de ecuația 


discontinuă în orice punct, verifică ecuația 


P—y=0. 
3362. Să presupunem că o funcție f(x) este definită în inter- 
valul (a, b). In ce caz are ecuaţia 
f(x) y—0, 
pentru a«x«b, o soluţie continuă unică у=0? : 
3363. Să presupunem că funcţiile f(x) si g(x) sint definite şi f 
continue in intervalui (a, b). In ce caz are ecuaţia d 
Д(х)у—#(х) 
о solutie continuá unicá in intervalul (a, 5)? 
3364. Fie dată ecuaţia 


(PAPP, 
3368. Să presupunem că funcţia f(x) este continuă pentru 


"a«x«b şi că ф(у) este o funcţie monoton crescătoare şi continuă 
pentru c<y<d. In ce caz ecuaţia 


Ф(у)=/(х) 
х?-„у?—=1 ü) `f defineşte o funcție uniformă 
J=" fix)? 


Să se considere exemplele: a) sin y--sh yx; b) e-?— —sin? x. 
3369. Fie 


şi fie 
у=у(х) (—1&х1) (2) 

o funcţie uniformă satistăcînd ecuaţia (1). 

1. Cite funcţii uniforme (2) satisfac ecuaţia (1)? 

2. Cite funcţii uniforme continue (2) satisfac ecuaţia (1)? 

3. Cite funcţii uniforme continue (2) satisfac ecuaţia (1) dacă: 
а) y(0)—1; b) y(1)=0? 

3365. Fie dată ecuaţia 


x=y re) (1) 


“unde Ф(0)=0 şi | 9 (y) | 25-21 pentru —a<y<a. Să se demon- 

streze că pentru —e<x<e există o funcţie derivabilă unică у= y (x), 

care satisface ecuaţia (1) şi astfel încît y (0)—0. 

5 i 3370. Fie у= у(х) o funcţie implicită definită de ecuaţia 
xy? A ( 

şi fie х=Ку+@ (у), 

у=у(х) (—o-«x-- o) (2) -unde constanta /550 si 2(у) este o funcţie derivabilă periodică de 


ioadă încît |! k|. Sá se demonstreze că 
о funcţie uniformă care satisface ecuaţia (1). perioadă w, astfel incit |9 (у)| « | | 


1. Cite funcții uniforme (2) satisfac ecuaţia (1)? 
2. Cite funcții uniforme continue (2) satisfac ecuaţia (1)? 
3. Cite funcţii uniforme derivabile (2) satisfac ecuaţia (1)? 


4. Cite funcţii uniforme continue (2) satisfac ecuaţia (1) dacă: 
a) у(1)-41:5) y(0)=0? A 


у= Ех), 


"unde р(х) este o funcție periodică de perioadă k . 


Să se calculeze y' si y" pentru funcţiile y, definite de urmă- 
oarele ecuaţii: | 
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3383. х2--у2--22--а2. 


E duc -|Х2--у ла 4 
3371. x?--2xy —y?— a?. х 3374. ia (ху), 3384. 23—3xyz=a3, 3386. 2-132--у 48 үз 
+ 3372. Inl x£Eyj—arctg 2. 3375. у= 2х arctig 7. е еа 3387. x - y -z—e-o7*2, 
3388. Fie 
3373. y—esiny=x (0«s«l) = 2 
х2--у2--22--3хус--0 1 
3376. Sá se demonstreze cá pentru ын y (1) 
1-+xy=k(x—y), E 1(х,у,2)- —хйР, 
k fiind o mărime constantă, are loc egalitatea să se calculeze: a) / (1,1, 1) dacă z—z (x,y) este o funcție im- 
dx _ ау plicită definită de ecuația (1); b) /: (1,1,1) dacă y=y (x, zĻeste o 
Ire T gy “funcţie implicită definită de ub (1). Sá se arate de;ce sint di- 


3377 - 4 ferite aceste derivate. 

БЕ 
х Sé 66 demonstreze ca. dacă 3389. Să se calculeze 3 i0 зуг Pentru x=1, y— -2, 2-1, 
dacă х2--2у? --328--ху--2--9--0, 


54 86 calculeze dz şi d?z, dacă: Aree 
20. Е 3390, 5 5+2=1. х 8392. ra = АА 
X8391. хуг=х--у--х2. 3393. z х4- 
3394. Sá se calculeze du, dacá 

и3—3 pda и2--23--0, 


x2y?--x?4- y? —1—0, 
atunci pentru xy>>0 are loc egalitatea 
dx а 
апя 
,^ 3378. Să se demonstreze că ecuaţia 
| Gy =a? (х#—у?) (а;0) 3 
defineşte in vecinătatea punctului x=0, y=0 două “funcţii deriva- 
bile: y—y,(x) si у=у, (х). Să se calculeze y; (0) şi у,(0). 


Л 3379. Sá se calculeze y' in punctul x—0 si y—0, dacá 
/ 


D 


caiculeze 5s s dacă F (x 4- y 4-z, х24-у2--22)- „0. 


calculeze 2 ЕЗ si FI dacă F (x —y, y—2,z—x) —0. 


calculeze e Z gg şi 2 a даса F(x, х--у, х+у-+ 


(?+ у2) — Зх?у—уз, 
3380. Să se calculeze y', у” si у", dacă x?-- xy--y?—3. 
3381. Să se calculeze y', у" si y" pentru x—0, у--1, dacă 


32--ху--2)2--х--у-1--0. ' calculeze © 


23 dacă F (xz, yz)=0. 
3399. Să 2 : 

3382. Sá se demonstreze cá pentru curba de gradul al doilea 5a: Se Galenleze e, даса: 

ax? +2bxy+cy?+2dx+2ey+f=0 Та) Fix+z,y+z)=0; b) F |Z. rl 

are Joc egalitatea 3490. Fie x=x(y,2), у=у (х, 27, z—z(x, y) funcţii definite de 

пайа F(x, y, 2)=0. 

Sá se demonstreze cá 

шин нэ 

ду Ge ex 


аз ti 
m 3 
zalo) 71-0. 


Să se calculeze derivatele parţiale de ordinul ши Si al doilea 


ale funcţiei z—z(x, y), dacă: ada 


3: N L FUNCŢIILOR DE MAI MULTE VARIABIL E 
334 CALCULUL DIFERENTIAL AL FUNCT R A E DERIVAREA FUNCŢIILOR IMPLICITE 


* 335 
, 4 de i 2 à = 24 4 dz . ах 
хага” Să se calculeze 77 Și аг » dacă х+у+2=0, x*xy? 11. Să se calculeze 5 si Aum dacă 
e 3402. Să se calculeze ах, 2, T si 5 pentru x=]. ж=х?--), 
у=—1, z—2, dacă х2--у- is x+y+z=2. ande у=у (х) se determină din ecuaţia 
3403. Să se calculeze E , êr, 87 si 2 dacă xu-—yu-Q. x?—xy--y*-— 1. 
peret : 3412. Să se calculeze 8“. şi ©, dacă 
3494. Să se calculeze du, dv, d?u şi dv, dacă alculeze ат şi эу › dacă 
` sinu x xz 
pex) . Sinv E d 7 ужа’ 
3405. Să se calculeze du, dv, @?и şi 420 pentru х= 1, у=] mde z este definită de ecuaţia 
u=0, v— 2, dacă : ге— хе*--уе, 
k ТЭР x E da cs 18413. Să presupunem că ecuațiile 
y ys y ^ y3 Е 
3406. Fie x—e(mv, y-w(uo) z-X(u,u) 
—1 2 —2 —3 ^ . 
| хен, y=, z=Pri | ге z ca o funcţie de x si y. Să se calculeze E si P 
Să se calculeze 2 dz [dy du, : 3414. Fie 


а \ фт 22 


3407. In ce domeniu АГ planului Оху, sistemul de ecuaţii x-—e(unv) y-w(uv) 


se calculeze derivatele partiale d inul intii si i 
сог inverse rint p mue dea чи ИНЕ сив 


3415. 35, ди, 00, 60 dacă 
Să se calculeze ar am o: dacă: 


х=и+о, ута 442, 2-84-05 


defineşte pe 2 ca o funcție de variabilele x si y, dacă parametrii! 
и şi v iau toate valorile reale posibile ? Să se calculeze derivate 


şi = 2 И 
9х ду --1008--, у=иѕіп2; b) x-e'Lusi 7 
0 3408. Sá se calculeze i dacá 3 u u +usinv, y-e'"— cos v. 
5 3416. Functia и-- say : 
x-cosgcosy, y-cosesiny, z-sing. nctia u=u (x) este definită de sistemul de ecuaţii 
и= ! ЭЭ 
3409. Să se calculeze 22, С. Ы. 22 dacă 5, Ру, 2), £05y,2)-0; h(x, y 2)=0. 


&x''axay ^ у ' 
Х--ис080, y=usinv, 2-0. 
3410. Fie z—z(x,y) o funcție definită de sistemul. de ecuaţii 
X-gu, yg, 2--18, 


(и si v sint nişte parametri). Să se calculeze dz si 422 реп 
u=0 şi v=0. 


ац 

. ат ` 
3417. Funcţia u=u (х,у) este definită. de sistemul de ecuații 
и-/(х,у,2,0, $0,2,—0, h(z 2-0. 


> calculeze 94 şi 9", 
22-12: 


du 
calcul — şi 
ете -y $i 
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3418. Fie 1 Ф(и) este o funcţie derivabilă arbitrară de variabila u si a, 

sint constante, satisface ecuaţia 
x=f (u,v, w), y=g (u,v, w), z=h (u,v, w). t c 
су—02) = ас сх) € =0х—ау. 

Să se calculeze FI EI si &. (суа) $ as x ôy 

3419. Să presupunem că funcția z=z (x,y) verifică sistemul Să se pună in evidenţă proprietăţile geometrice ale supra- ` 
de ecuaţii 


feţei (3). 
fe y,zf—-0, 8(х,у,2,0)-0, EC 3424. Funcţia 2--2(х,у) este dată de ecuaţia 
unde і este un parametru variabil. Să se calculeze dz. 


3420.. Fie и--/ (z), unde z este o funcţie implicită de variabi- |. - 5 
lele x şi y, definită de ecuaţia 2=х--уф (2). “154 se arate că 


Să se demonstreze formula lui Lagrange г 


xteyteeteyr|£]. 


(x 2 yim E Z + 2xy 85. —2xz, 
Suo 4 f Я ы 


Indicatie. Se va demonstra formula pentru n=1 si se va aplica 
metoda inductiei complete. 


3421. Să se arate că funcția z—z (x, y), definita de ecuaţia 
Ф (x—az, y—b2)=0, (1). 


3425. Funcţia z—z(x,y) este dată de ecuaţia 


Е (x+2y™', ул-ах-Э)-0. 
„să se arate că 


x y =z ху. 


- 8426. Să se arate cá funcţia 2=2(х, у), definită de sistemul 
de ecuații | 
unde Ф(п, v) este o funcţie derivabilă arbitrară de variabilele 


x cos z.--y sina 4-In z— f (a), | 
u Si v(a, b sint constante), este soluţia ecuatiei : 


—x sin «+ y cos «— f" (о), 


mde x—2(x,y) este un parametru variabil si f(2) este о funcţie 
derivabilă oarecare, verificá ecuaţia 


2 А 2 

8:1,(9:1 2 
(8) | i xi 
3427. Să se arate că funcția 
2=2(х, у), 
inită de sistemul de ecuaţii 
г-эх-23709 | 
о-у дру), | 


êz əz 


х ду 77 


ulegere de probieme si exercitii de analizá matematică 


Să se arate proprietăţile geometrice ale suprafeţei (1), 
3422. Să se arate că funcţia z—z (x,y), definită de ecuația 


[x—xo Jyo | € 
© Z=% 2—20 1-0, (2) 3 


unde Ф (и, 0) este o funcție derivabilă oarecare de variabilele и si v; 
verifică ecuaţia 


(к—х) 5с 447--30:38 220 


Să se arate proprietăţile geometrice ale suprafeţei (2). 
3423. Să se arate că funcţia z—z(x,y), definită de ecuaţia 


ax--by--cz— 9 (x?-- y? 22), (3): 


їйса ecuaţia 
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3428. Să se arate că funcţia z=z(x, y), definită de ecuații 


7 Gf 2 929). | 
Е), 


verificá ecuatia 


3429. Sá se arate că funcţia z-—z(X, y), datá de ecuaţiile 
| z=ax+yo (a)y (®), | 
0—x4-ye' (a)y (о), | 
gu д?г 


Ege | ae f- 
ox! gy: exéy) — 

3430. Să se arate că funcţia implicită z—z (х, y), definită de 
ecuaţia 


verifică ecuația 


б у= х (2) -+-\) (2), 
satisface ETE 


д2 

3) 

ий” 1 $ 4. Schimbarea de variabile 

E 1°. Schimbarea de-variabile în expresiile care con- 


tin derivate ordinare. Să presupunem cá ni se cere să trecem în 
expresia diferențială 


д?г 


9х? 


Se 0, 


92 óz Ou (& Ї 95 


x ду дхду ox 


А=Ф (X, yi уу...) 


la variabile noi: 
variabilele precedente x, y prin ecuațiile 


x=f (tu), yeg(u, 04 


Derivind ecuatiile (1), vom avea: 


„in mod analog se exprimă derivatele de ordin superior y^. ... 
cele din urmá 


A-q (É, U, up ab, ...). 


1 etc. 


t este variabila independentă si п este o funcție legată de 


2°. Schimbarea de variabile in expresiile care con- 
n derivate parțiale. Dacă în expresia diferențială 


2; 2, 2 , 
B Phx у,» ez. 02, ous ez е e) 
ôx ду aX дхду ду? 
x=f (u,v), у=8 (0,1), (2) 
unde и si v sint variabilele independente noi, 


atunci derivatele parțiale suc- 
... Se calculează din următoarele ecuații ; 


ez _ 2 ôf , 02 98. 


Qu әх Qu * ду ди’ 
92 88, 


Әс _ д2 af 
ду ёо” 


до x gu 
tc. 


3°. Schimbarea variabilelor independente si a func- 


iei în expresii care contin derivate parțiale. In cazul 
ai general, în care avem ecuațiile 

х-/(Ц,0,40), y=g (u,v, w), z=h (u,v, W), (3) 
nde п, о sint variabilele independente noi şi w=w (и, 0) este noua funcție, 


А У М 2 2. т 
bținem pentru derivatele parțiale Z, da .. următoarele ecuații : 


8: (af, afar], az (ae, ag du] „ gh дї дю 
ex leu | Qu ди ду \ди ĝw ди Qu "әш ди’ 

( f ôf El. g | 88 2%) ал , dh ðw 
,ex 100 дю до ду lo дю ðv 90 дш до” 


In uneie cazuri este comod să folosim diferentialele totale pentru schim- 
-barea de variabile. 


~ 3431. Sá se transforme ecuaţia 


yy" —3y2— x, 


luînd pe у са noua variabilă independentă. 


3432. Să se transforme în acelaşi mod ecuaţia 


yy —10y^y'y" + 15y13=0, 
3433. Să se transforme ecuaţia 


y A yey-0 
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Я luînd pe x ca funcţie necunoscută şi f—xy ca variabilă indepe, ci 
dentă. ` 4 3 3 
2 нэ 


Introducind variabile noi, sá se transforme urmátoarele ecuaţii 
diferențiale ordinare: 


PG 9 (0+ 9100 8] 5-12р0)4094-4 60 a] 
3446. Să se pună in ecuaţia 


3434. x?y".-xy'--y—0, dacă х=. 
3435. y" — A dacă f= nix]. TU. 0, =, 
: х 1 1 І 14 
/ 3436. (1—32) y'—xy "n рыд), Mack - doom u de Ф este o funcție omogenă de variabilele y, y', y", 
3437. y"+ y' thx + у= 0, dacă х= п te "X 
1 29 E oM 3 
3438. у°-Ер(х)у'-Е@(х)у=0, dacă y—ue -81, Хос 3447. Sá se puná, їл ecuatia 
3439. x*y"--xyy' —2y?—0, dacă x—et Жуа unde u= =. Е (х2у", xy', у)=0, 
* 3440. (14x2? y" =y, dacă x—tgf şi у= cogi Unde u=u ©. unde F este o funcție omogenă de variabilele sale, 
3441. (1—x2 y"=—y, dacă x=tht şi y= дор unde u=u(, | u=x 5 . 
"rg y' x4 y) (1-y/f—0, dacă x—u--t Si y=u—t, unde 3448. Sá se demonstreze cá ecuatia 
и (£). 
Е т xX3y" уу! 0, dacă E и У"О--у?)--3уу?--0 
и=и(6. PEEN а ое add у= epar imn nu-şi schimbă forma printr-o transformare omografică 
3444. Să se transforme ecuația lui Stokes _ mgb tei y= 0:2--ур ба 
3 а+0+с C а +bn+e 
y- (x— а)? = b?" indicație, Transformarea dată se poate pune sub forma unei succe- 
pünind siuni de transformări mai simple: 


Si luînd pe п ca funcţie necunoscută de variabila і. 
3445. 


se transformă priu substituția х= (E) in ecuaţia 


х=«Х+ Ү+ү, у-Ү, 
1 Yı 
Х-- yz — 
X X 
Хү=а 4-0 Ес, Үү a+ bynt to 
3449. Să se demonstreze că schwartzianul 


x"( 3 [хи (9р 
501-02 | 


у - 
а-2 tiji 
i | 

Să se arate că dacă ecuaţia 


a 3 +p 92 +9 ()y=0 


ge PEZ +=, у= aega (od—be0). 


CET. 
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Să se treacă la coordonatele polare r'si e, punînd x—r cos „8460. аё +o = 1 (а z 0), dacă &—x si 77—02. 


у= зїп ф in următoarele ecuații: 
dy х+у 
3450. di xm 


х-у А 
3451. (xy' —yf —2xy (14-2). 
3452. (х2--у3 y"=(x+yy' P. 
3453. Să se scrie în coordonate polare expresia 


3451. 22 z, dacă E—x şi = Xe 


nátoarele pan 


xtyy. ү уд) 
um 3463. (x+y) 82 2 (xy) 66 = 0, da um şi 
3454. Să se exprime curbura unei curbe plane а 
"REA d arctg 2. . 
Бн u— 
ary 3464. x 82 py -2Үх у? 22, dacă 


în coordonate polare г si $. u= Z şi v=z+ V2 + ytz. 
3455. Să se treacă la coordonate polare în sistemul de ecuații 


dy 


âz âz X 
5. х= у: даса 
d Уба у), qose (x+) i dd E y 


u=2x—2 şi v— 52* 
3456. Să se transforme expresia 


W=x 9 — 3456. (25 +у+д® ==х-Ьу--2,‚ dacă 
nie şi 0=у+2. 
N 3467. Să se transforme expresia 
ру), 


(ză -(Е4-0)2)-02-0 


dix 
ago 


introducînd noile funcţii r= [х2 + y^, ф= arctg 2. 


3457. Prin fransformarea lui Legendre i se pune in cores- 
ропаепій fiecărui punct (x, y) al curbei y—y(x) punctul (X, Y), : 
unde uînd ca noi variabile independente 


Х-у, Y-xy-—y. Буде“, n= xe ^. 
Sá se calculeze Y', Y" si Y", 

Introducind variabilele independente noi Ё şi 7, să se у гана 
urmátoarele "RE 


3468. Să se transforme expresia 
az 2 az 2 
(8) + (5), 


1 
х=ш, у= 5 (02—08). 


3458. 8-3 y dacă E—x--y şi y—x—y. punind 


3459. у —х® —0, шил х E = х?-+-у?. 


Luind и si v ca noi variabile independente, sá se transforme 


3482. х 5. & VIFF = xy, dacă п=шх şi v= In 
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3469. In ecuatia 


sá se puná зан 
=x, т=у—х, t—z—x. 
‚ 3470. Să se transforme ecuația 


(x— -25 521: 


“13476. Gy--z) dtt. == уз) ё =x+yz, dacă 
U=yz—x, Hi aui W=Xy—z, 


LIA 


x—ue", -y=ve”, z=we". 


dacá 


luind pe x ca functie — iar pe y si z ca variabile in. 
dependente. 


3471. Să se transforme ecuaţia 3478. Să se transforme expresia 


ez ai 


9-25: «942 — 0, к): (6-8) 


ар punind 
luind pe x ca functie necunoscutá, iar pe u= 1п|'х? + y^, у= агсіо 2, iU—x-4-y--z, 
и=у—2, 0=у{= 
ca variabile independente. 
3472. Să se transforme expresia 
az, az? 
^-(5] р 


{апа pe x ca functie necunoscută şi pe 


unde ш=10 (а, 0). 
3479. Sá se transforme ехргеѕіа 


рипіпа u=xez, v=yez, w=ze:, unde w=w (u, v). 
3480. In ecuaţia 
Бий 


ü-—X2, U-yz au ди du _ ху 
ca variabile independente. xax яа ду жа zu +2, 
3473. In ecuaţia © iy u 
să se pună: Е тэ» n= rr =z, we zt unde w=w(E, n, C). 


9-24) S teza) 8: yt yu): с = Xy 


să se treacă la coordonatele polare г şi ф, punind x—r cos 
să se pună 


rsin în următoarele expresii: 


3481. w= 23 у. 3483. w— [e] 5- 


ë= х-и, еу ц, 6-2-0, 


Să se treacă la noile varibaile п, v, ш, unde w=uw (u, v), în. 
următoarele 2 Ч 


= ёи , Pu 
— 4. w= 23 “4167 
3414. убх = (у= FOR dacá SEA ups х9 212: ar изи | te 


2 Su 
oy" 


<п=х?+у?%, v= i t 5, ш=10 2—(х+у). 3485. w iE 8521: жу 


ыз 
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Y 


А 2 022 Ж eu 2922 âZ pêz 
3486. wo yo —2ху +х E y5): 


дхбду 7 ay ex ' 
3487. Sá se pună x—rcosc, у= гіп c în expresia 
_ ди до ди до 
Р < әх ду ду ёх” 
3488. 54 se rezolve ecuatia 
guo 29" 
E дх?? 


ntroducind variabilele independente 
E—x—at, m=x+at. 


Luind и si v drept noi variabile independente, să se transfor- 
me următoarele ecuaţii: 

gz | Su Ou | дг , дг : 
3489. 258 ix a "ax ау —0, dacă 

и=х+2у+2 8 v=x—y—l. 
822 Р, д 
3490. (1--22) 82 EO +y) бу; 4х8 +у® 
а-4Шш(х--Т--х5) si v-In(yd-lY1cy35. 


3491. ах2 8, +2bxy шив. oye =0 (a, b, c sînt constante 
; ах aay CO ду ^ 


—0, dacá 


dacá 4 
u=In x si v=ln y. 
5 s 
3492. 55 + $5 —0, dacă 
dence 


и - ху" 


х y 
xy 9 
Bz бк | тю”. 4 

3493. Ете 4 НЬ +m2z=0, dacă 
X—e'cosu, y-e"'sinv. 


e 2, 19 să 
nin P =y z 2 Fa (p>0), dacă 
u—x—2/y si v—x42ly. 
78495. 3:97. —,2 97. —0, dacă 
ч ox? E , 
mE q А EN 
üexy й sei, 
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2 32 8 i 
3496. x2 so » zs +265 —0, dacă 


: 1 1 
и-х-у Si ir i d 
92 


PZ (Lyn 9 es д2 " 
3497. xy E Qr y ) әу I an ТУ ах + ay 0, dacă 


u= 4 (52--у2) şi v—xy. 


287 L 2% siny S A. +sin? y = 
3498. x E 2xsiny Эх8у --8Ш Y 0, dacá 
u-xigj şi v=x. 
822 Pi __ 
3499. х — 3079 (x20, y>0), dacă 
х= (и+о? şi y=(u—v) 


gu 8288 dacă 
3500. $E — 1527 даса 


2 


и-х şi v=y+2. 
+3501. Să se aducă cu ajutarul substitutiei liniare 


Ё-х40у, т-х402у 


ecuatia А А Р 
eu eu eu 
08 Аба +28 оу +С ар, 0) 
Ja forma à 
.8"u —0 
98:04 — 7 
unde A, В si,C sint constante şi АС—В°<0. Ы 
Să se găsească forma generală a funcției care satisface ecua- 


a (1) 


3502. Să se demonstreze că forma ecuaţiei lui Laplace 


este invariantă pentru orice schimbare de variabilă nesingulará 
х=Ф(и, 0), y=Ņ (u, v) 
re satisface conditiile 8 


ôe ôL др др 
gu до’ go ди 
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+ 


3503. Să se transforme ecuaţiile 


a) Au= SS + © чи —0; b) А(Ап)=0, 


an 
punind u= Ps unde r= |/24-y2. 
3504. Ce formá ia ecuatia 


gw 
3x8y +cew= =0, 
dacă punem 
w=f (u), 


unde u=(x—xo) (y—y9)? 
3505. Să se transforme ecuația 


eu eu 
bus MU ESTE 


punind 
х--у-Х, у= ХҮ. 


: 3506. Să se arate cá ecuaţia 
2 5 +a% +2(у—уз) а +х2у222—0 
nu-şi schimbă forma prin transformarea de variabile 
x—uv $i у= i. 


3507. Sá se arate cá ecuatia 


822 822 euo 
ae 29у айл 


nu-şi schimbă forma dacă facem schimbarea de variabile 
и-х-2 şi v=y+z, 


3508. Să se transforme ecuaţia 


gu 
óxoz 


х=, y-R 2-8. 


2u 
+xz 


stu E 
ХУ 3xgy 122 буде -8 


punînd 
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3509. Sá se transtorme ecuatia 


922 Жи 4.85 i ЕЭ ez , 02 
Әх? ^ ox) дх; | 0Хү0Х,  Ox,0x | ёхдх, 07 


У = 013—1, Ја 30, Y3=X; +X2— X3 
3510. Să se transforme ecuaţia 
би 


29" 261 eu | | 
xe +y? EE HS +2ху зуу T 2xz X 2yz -ê zx 0, 
punind | 
EE, qi, 0—2. 
Indicatie. Se va scrie ecuația sub forma A?u— Au=0, unde 
9 9 9 
Ашх-- ын Es 
хох ТУ әу az 


3511. Sà se scrie expresiile 
[аш 2 a) аў 

ла (8) + E + E: 
QUEUE V ӨМ 4 фа 


© д0 a as 
n coordonate sferice, punind 


Аш 


x=r ѕіпб cosy, y=r sinsin, z—rcos0. 


Indicatie. Schimbarea de variabile se poate scrie sub forma unei 
ccesiuni de două schimbări de variabile 


xzRcose, y-Rsing 3-2 
R-rsinó, =g, z-rcosQ. 
3512. Sá se introducă în ecuaţia 
gu 022 2 (2) 
z (83 + 22) A + (ау 
nouă funcţie. w, punind 10--22, 


Luînd u şi v ca variabile independente noi, 10--10 (и, v) са 
funcţie necunoscută, să se transforme următoarele ecuaţii: 


3513. vi, dacă u= 5 


,U—X, 10--Х32--У. 
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IABILE 


eu FS _ | | | 
% 301. iu S Ec dacă п=х+у, 0= 2,0 2522. Sá se arate cá ecuatia 
eu 92: , 62 í ёи gu 
3515. ex 7-2 3уау + E =0, dacă u=x+y, v—x—y, ad i ay 
^а ge, gu 02 „şi schimbă forma atunci cînd facem schimbarea de variabile 
920) 02 | 02 — x x " 538 
dic ad * aray t ax ^ dacă a- TE, v= E E 1 Lo dfe 25 
Ш = 26У. б : x у? y у? Y» , 
3517. z Es + (1+ T -0 de u' este o funcție de variabilele x’ ṣi у". 
yp - 
dacá 3523. In ecuatia 
ана, v=x+y, Ux (1-0) 8 — 1-90 200) fă; py 7-0 
» , y w=x+y+z. q (1+9) ga ртт Әхду E) c 
2 2 a 
3518. (1—x?) z t (1—y?) E =x $$, unde p— z şi 4-5 să se pună и=х+2, 0=у172, W= 
daca n x--y--z, considerind că ш=ш (и, 0). 
| x—sinu, y-sinu, z—e". 3524. In ecuatia 
3519. (1 — х2) 92 97. 5.02 1 ў eu gu eu ги? ôu? 21 | 
M 2 лын aS УЕЛА ш ae pt taii — [хш] + bă] + (eg 
1 : . Ж 
u= = (у + arccos x), v = i (у--агссоё x) ш=г1/1—х°. à se pună х--ё, у=е, 2-0, ue, unde 10-10 (E 7 9): 
х 95. 0f 3525. Să se arate cá forma ecuaţiei 
ёш | 8м o Ox Әу Baz : 
3520. gat MEE — E шс z- (11211), dz guo 22) —o 
dacă di : ex? ду? 9хду 
nu se modifică, oricare ar fi distributia rolurilor intre variabilele 
u=x+y, U—Xx—y, e x, y şi 2. 4 
ep 3526. Să se rezolve ecuaţia 
3521. Să se demonstreze că orice ecuaţie de forma ЇЕ Р” ёё: 81 FE 2) tz 
orz 92 pêz (ау! ae “ax ву дхду ^ x д 7 
cal +057 +cz=0 : | 
dnd ex 8 . luind pe x ca functie necunoscută de variabilele y şi 2. 
(a, b, c fiind constante) poate fi redusă la forma 3527. Să se transforme ecuația | 
ĝu 9:  02|87 oz  0z| 82 92 29:02. 
ахау +6870 (e, const) Alge а ба rB A ахду) cis. » ài =0, 
prin schimbarea de variabile losind transformarea lui Legendre 
2=це*+Ё®, = _ д _ д —_ 8 ГЭВ 
Ael. re à Zex +792 


unde о Si B sint mărimi constante si u—u(x, y). 


de Z=Z(X, Y). 
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8 5. Aplicatii geometrice In cazul unei familii de supratete Ф (х, y. z, о, 8)=0, depinzind de doi 
ametri, Suprafața iniàsurátocre satisface următoarele ecuații: 
1°. Tangenta şi planul normal. Ecuația fangentei la curba 
х=Фф(0), у=9 (0, z-x() 


într-un punct al ei M (x, у, 2) are forma 


(505 Y, 2, а, )-0, Фф (х,у. Z, o =0, Ф у, 2, e, 9)-0. 


| Sá se scrie ecuaţiile tangentelor şi ale planelor normale in 
ctele date ale următoarelor curbe : š 


3528. x=a cosa cost, y—asin«cosf, z=asint; in punctul 


Эг n ст ДРВА |. 
3529. х= а ѕіп2ї, y=bsinteost, z-ccos?t; în punctul t= As 
3530. у--х, z—x?; în punctul M(1, 1, 1). 

3531. х24-22--10, y?--2?— 10; în punctul M(, 1, 3). 

3532. х24-у2--22--6, x--y--z-0; în punctul M(1, —2, 1). 
3533. Să se găsească pe curba x—f, у=ї?, = punctul în 

e tangenta este paralelă cu planul x--2y--z-—4. 


3534. Să se demonstreze că tangenta la elicea x—a созі, 
азїпї, z=bt formează un unghi constant cu axa Oz. 
3535. Să se demonstreze că curba 


Ecuația planului normal în acest punct este: 


dx ау dz 
di (X—x)4 di (Ү—у)+ di (2—2) 0. 


2°, Planul tangent şi normala. Ecuația planului tangent la 
suprafața z—f (x, y) într-un punct al ei M (x, y, z) are forma 1 


oz az 
Z—z-2——(X—x)- —(Y—y). 
| ах pe 

- Ecuația normalei în punctul M este x = ae! cost, y-ae'sint, z-ae 
AN Y, LEX. 

& © o;Ó C 

ox ду 

Dacă ecuaţia suprafeței este dată sub forma implicită F(x, у, 2)=0, 
atunci avem respectiv : 


7sectează toate generatoarele conului x2-+y2=z2 sub acelaşi 
hi. 
3538. Să se demonstreze cá loxodroma 


tg ls gam |е» (/= const), 
e Х—х)+ e y )4 ЦЭВЭР 
ах Эл: 8: EAE nde o este longitudinea, p — latitudinea punctului de pe sferă, 
2 intersectează toate meridianele sferei. sub un unghi constant. 

3537. Să se găsească tangenta unghiului format de tangenta 


punctul М0 (xo, Yo) la curba 


ey 
ecuatia planului tangent si 


CSE 7 TURF 
ex ду дг z=f(x, m M 20, 
ecuația normalei. ` Я 3 fes у), cos « sin o 
3°. Curba infásurátoare a unei familii 'de curbe 
plane. Curba înfășurătoare a unei familii de curbe f(x, y, «)=0 care depind 
de un parametru (х fiind parametrul) verifică sistemul de ecuaţii 


РО, у„«)=0, Jay, 0)=0. 

4°. Supratața înfăşurătoare a unei familii de supra- 
fete. Suprafata înfăşurătoare a unei familii de suprafețe F(x, y, z, 2)-0 
care depinde de un parametru satisface sistemul de ecuații 


F(x, у, z, «)-0, Р(х,у, 2, e) -0. 


ünde f este o funcție derivabilă, cu planul Оху. 
_ $538. Să se calculeze derivata funcţiei 


x=f, у--2Р, ї---2Н, 


ulegere de probleme si exercitii de analiză matematică 
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Să se scrie ecuaţiile planului tangent şi ale normalei în puncte 
indicate ale următoarelor suprafeţe : 


3539. z—x?--y?; in punctul Mg(1, 2, 5). 
3540. x?--y?--22—169; în punctul Mo (3, 4, 12). 


3541. z=arctg +; în punctul M |1, 1, i. 
3542. ax?--by?-Fcz?—1; în punctul 1 (Хо yo, 20). 
- 3543. z=y+n2; în punctul М,(1, 1, 1). 


fersecteazá axele de coordonate după nişte segmente a căror 
mă este constantă. 


3554. Să se demonstreze că planele tangente la conul 


vii) 
c prin vîrful lui. 
3555. Să se demonstreze cá normalele la suprafaţa de rotaţie 


| г- ey 
intersectează axa de rotaţie. 


3544. 2*--27 —8; în punctul M,(2, 2, 1). 3559. Să se găsească proiecţiile elipsoidului 


3545. x=acosweosc, y=b cos ysing, z—csinw; în punctul 
Mo (Фу, Vo). ` : 
3549. х=гсоѕ Ф, yersing, z—rcigo; in punctul Mo (бо, ro): 
3547. x=ucosv, y=usinv, z—av; în punctul Mo (ug, бу). 
3548. Să se găsească poziţia limită a planului tangent la 
suprafața 


х2--у2--22-ху--1 
pe planele de coordonate. 
3557, Pătratul (0. x 271, 0. y. 1) este împărțit într-un 
număr finit de părţi с de diametru „8. Să se găsească pentru 
numărul & valoarea maximă dacă direcţiile normalelor la suprafaţa 
х=и+0, yeu?--v?, 2--182-148, 
atunci cînd punctul de tangenţă M(u, v)(azzu) se apropie oricît de | А : е - 
de pe linia frontieră u=v a suprafeţei, | în punctele arbitrare Р(х, y) si Р, (х;, yj), apartinind aceleiași 
Ний! йе genet Ир o): depe Uni " părți c, diferă cu mai puţin decit 1900) 
„3558. Să presupunem cá 
2=}(х, у), unde (x, у)Єр, (1) 
ste ecuaţia unei suprafețe si cá (Р, P) este unghiul dintre 
ormalele Іа suprafața (1) în punctele P(x, y)CD si Р, (xy, y) Єр. 
Sá se demonstreze că dacă domeniul D este mărginit şi închis 


i dacă funcţia f(x, y) are derivate de ordinul al doilea. mărginite 
n domeniul D, atunci are loc inegalitatea lui Liapunov 


p (Pi, Р) < Ce(P, P), (2) 


3549, Să se găsească punctele de pe suprafaţa х2--2у2--322-- 
-H2xy--2xz-4-4yz —8, in care planele tangente sint paralele cu 
planele de coordonate. 


3550. In ce punct al elipsoidului 


normala formează unghiuri egale cu axele de coordonate ? 
3551. Să se ducă la suprafaţa х2--2у2--322--21 plane tangente 
paralele la planul 


care C este o constantă si 6(Р, P) este distanța dintre 
unctele P si P}. 

. 3559. Sub ce unghi se intersectează cilindrul x?--y?— a? cu 
ргаѓаіа bz—xy în punctul lor comun Mo (хо, Ур 20)? 

3560. Să se arate că suprafeţele coordonate ale coordonatelor 


ice х2--у2--22--/2, y—xtge, x?--y?—z?ig?Ó sini ortogonale 
ă cîte două. РА 


x4-4y--62 —0. 


3552. Să se demonstreze că planele tangente la suprafața 
xyz—a3(a-0) formează eu planele de coordonate un tetraedru de 
volum constant. 


3553. Sá se demonstreze cá planele tangente la suprafata 
үх ун = а  (a>0) 
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3561. Să se arate că sferele х2--у24-22--2ах, X+ yit 2by, 
х2-4-у2--22--262 formează un sistem triortogonal, 2 


3532. Prin fiecare punct M(x, y, 2) trec, pentru ù=}, х=, 
=}, trei suprafeţe: de gradul al doilea: 


-1 (a>b>c>0). 


3574. Să se studieze natura curbelor discriminante ale 
náioarelor familii de curbe (c fiind parametrul variabil); 

a) parabola cubică y=(x—¢)" 

b) parabola semicübicá уг-(х-су: 

as | sa ата c) parabola lui Ney! y?—(x—c) 


2 ах 

aux 
3575. Să se determine înfăşurătoarea familiei de sfere de 
ză г ale căror centre sînt situate pe circumferința x=Pcosf, 
—Rsinf, z=0 (t fiind un parametru, Арг). 
3576. Să se afle iniásurátoarea familiei de sfere 


(x—£ cos а)7-„(у—# cos p} -+ (z —tcos Y — 1, 


unde cos?«--cos?p-rcos?[-—]1 si t este un parametru variabil. 
- 3577. Sá se determine înfăşurătoarea familiei de elipsoizi 


22 х 
Tael al căror volum V este constant, 


d) strofoida (y—c)^ =x 


Să se demonstreze că aceste suprafețe sînt ortogonale. 

3553. Să se calculeze derivata funcției u—x--y--z după 
direcția normalei exterioare a sferei x?--y?--z?— 1 în punctul 
Mo (Xo, Yor 20) 

In ce puncte ale sferei are derivata după direcția normală a 
funcției u: a) un maxim, b) un minim, c) se anulează ? 3 


3564. Sá se calculeze derivata poe u- Bord după 


direcția normalei exterioare la elipsoidul 75 = + ia 40221 
punctul Mo (Xo Ур Zo) al acestuia. 


3585. „Riot şi А derivatele normale ale funcţiilor z sivi 
punctele мин Р F(x, y, 2)=0. Să se demonstreze că 


3578. Să se afle intágurátoarea familiei de sfere de rază p, 
ale căror centre sint situate pe suprafaţa conului х2--у2--22, 
3579. Un punct luminos se айй în originea coordonatelcr. Să 
se determine conul umbrei făcut de sfera 


(x—xg) 40-07 TG— 2), 


dacá X2d-Jo-- za ЭЭР, 
3530. Să se afle înfăşurătoarea familiei de plane 


#—®у= p (x—x;)+ q (у—у), 
dacă parametrii p şi ф sini legati prin relaţia 


? 


A an` 


Să se afle înfăşurătoarea familiilor de curbe plane depinzin 
de un parametru : 


3553.. x cos «+у ваф =р (p = сопзі). 
8587. (х— а)+-у2= 


3538. y -kx4- 4 ЭРЭЭ 3589. y2=2px+p?. р24-42-1,- 
3570. Să se айе curba înfăşurată de segmentul de lungime 
ale cărui extremităţi lunecă pe axele de насыр" / | 8 6. Formula lui Taylor 


3571. Să se alle infágurátoarea elipselor ^ +3 ы = 1 de arie? 
constantă S. 
3572. Să se afle într-un spaţiu vid întăşurătoarea traiectoriilor 
unui proiectil care are viteza iniţială V, dacă variem în plan 
vertical unghiul « sub care este aruncat proiectilul. 
3573. Să se demonstreze cà înfăşurătoarea normalelor шу 
curbe plane este evoluta acestei curbe. 


„1°. Formula lui Taylor. Dacă funcția f(x, y) are într-o anumită 
cinătate a punctului (a, 0) toate derivatele parțiale continue pînă la ordinul 
1 inclusiv, atunci în această vecinătate este valabilă formula 


n 
; 
fe у=, oe Y ао 0-2] ra eme» o 
izi 2 


х 


| 
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ind - 3585. Sá se scrie termenii pînă la ordinul al doilea inclusiv 


Ra (х, у) = din dezvoltarea functiei 
n+ =x" 
(ха) 2 +у—-® Aj Fato, (4), 940:0-99 <<). |! „Doze Pee 
9х 9у -f în vecinătatea punctului A(1, 1). 
3588. Să se dezvolte după formula lui Mac-Laurin, pînă la 


jermenii de ordinul al patrulea inclusiv, funcţia 


fœ ==. 


(04-10)! | 


2*5 Seria lui Taylor. Dacă f(x, y) este о funcție infinit deriva- 
bilă si lim Ry (x, Y)=0, atunci această funcție admite următoarea reprezentare 
Шил 


oo 
sub forma unei serii de puteri 


oo 
1 дэл Р х S е . 
т у=, 5+ Y тя 1 (a b) a-a oo. c |. „8587. Să se deduc, cu aproximatia termenilor de ordinul al 
dm. >? doilea, formule apropiate pentru expresiile : 
Cazurile particulare ale formulelor (1) si (2) pentru a=b=0 se numesc | ) СОВА. ла ig LEX 
respectiv formula lui Mac-Laurin si seria lui Mac-Latrin. : cosy ? ) arctg = Ху? 


Formule analoge sint valabile si pentru funcțiile de mai multe variabiie 
decit douá. : E 
3°. Punctele singulare ale curbelor plane. Să presu- 
punem că într-un anumit punct Mo (Xo Yo) al curbei F(x, y)=0, de două ori 
derivabilă, sînt satisfăcute condițiile 


F(xo y9m0, Fl(Xo У0-40, Р (хо Yo)=0 


“dacă |х| si | y | sînt mici în comparaţie cu 1. 
E 3588. Să se simplifice expresia . 


COS (x+ y +z) — cos x cos y cos 2, 


1 considerind cà x, y, z sînt mici in valoare absolută, 
1 3539. Sá se dezvolte functia 


Fix, y) ОА, y) f£ у), у) 


si cá numerele 
A= Ед, (хо, уо), В= Е, (хо, у, C уу (Хо Yo) 
nu se anulează toate simultan. In cazul acesta dacă 
1) AC—B2>0, Mp este ип punct izolat; cf, y—h)—f (x, у) 
2) AC—B2<0, М, este un punct dublu (un nod); upă puterile lui /, mergînd pînă la termenii în /*. 
3) AC—B2=0, М, este un punct de întoarcere sau un punct izolat. 4 3590. Fie f(P)=f(x, y) si fie Р.(х, y) (--1, 2, 3) viriu- 


Dacă A=B=C=0, este posibil ca să avem tipuri mai complicate de e tri ichs : А ЭЭР) 
iunghiului ech 1 
puncte singulare. Curbele care nu fac parte din clasa de regularitate CO pot _ (к, у) Е 22 i чае аа în cercul cu centrul în punctul 
avea singularități de o natură mai complicată: punct de întrerupere, puncte | > Y) P, хү=х-+Е0, yı =y. Să se dezvolte funcția 
d i i 
F(p)=5 1701) FI) f (Рз) 


unghiulare etc. 
upá puterile întregi şi pozitive ale lui o, mergînd pînă la terme- 


mii în g’, 
_ 3591. Sá se dezvolte după puterile lui // si К, funcţia 
re y)- f Gh, у440-1(:44, у) Ро у4-0)4-7 (х, у). 


3592. Sá se dezvolte după puterile lui р, funcţia 


3531. Să se dezvolte funcţia f(x, y) =2х2—ху—у2—6х—3у +5 _ 
după formula lui Taylor în vecinătatea punctului A(1, —2). 
3532, Să se dezvolte funcţia f(x, у, 2)-032--924-22--3ху 
dupá formula lui Taylor in vecinătatea punctului А (1, 1, 1). 
3533, Sá se determine cregterea ре care o primeste funcția 
f(x, y) = ху --ху—2ху, dacă trecem de la valorile х--1, y=—l - 
la valorile x, —12-/, y, — —1-4-K. E 
3534. Să se dezvolte f(x+h, y-- k, z--I) după puterile întregi 
pozitive ale mărimilor h, k şi l, dacă 


2x 

1 
. Е(0)--5- X--pcoso, y+psin o) do. 
fix, y, z)- At - Ву? + CZ2-- 2Dxy-- 2Exz 4 2Pyz. xp EIE 
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ă se dezvolte în serie Mac-Laurin ă ii: 
Să se dez în s is urin următoarele funcții: 3617. y—arcig [= J 3619. y2=sin x2, 
3593. f(x, y) -(13-x)" (+y. Б 
3594. f(x, yj - In (1-- xy). 3518. y?—sin ^ 3620. y2--sin? х. 


3595. f(x, y) —e*sin y. 

3598. f(x, у)=е* cosy. 

3597. f(x, y) - sinx sh y. 

3598. f(x, y)-cosx ch y. 

3599. f(x, y)- sin (x?-4- y?). 

3630. f(x, у) = 1n (12-x) In (14- y). 

3801. Să se scrie primii trei termeni din dezvoltarea în serie 
Mac-Laurin a funcției 


S7. Extremumul unei funcţii de mai multe variabile 


1°. Definiția extremumului. Dacă funcția f(P) f (xi, ..., x4) 
“este definită în vecinătatea punctului P, si avem seu f (P, — (P) sau 
(Po < f (P) pentru 0 < o (Po P) < 8, atunci spunem că functia f (P) are un 
extremum (respectiv un maxim sau un minim) în punctul P. 


2°. Condiția necesară pentru extremum. Funcţia deri- 
vabilă f (P) poate să-și atingă extremumul numai într-un punct stationar P, 
adică într-un punct în саге 47 (Ро) =0. Prin urmare, punctele în саге func- 
“ţia f ЇР “ valori extreme trebuie să verifice sistemul de ecuații f$ (xj, ..., x, =0 
[— 1, ..., n). P 
j 3°. Condiţia suficientă pentru extremum. Funcţia f (P) 
va avea in punctul Po: 
a) un maxim dacă df(Po)=0, Ф (Ру < 0, si,b) un minim dacă 
df (P9) 0, Фу (Ру) — 0. . 
Studiul semnului diferențialei de ordinul al doilea d?f (Py) poate îi făcut 
prin reducerea formei pătratice respective la forma canonică. 


In particular, în punctul staționar (X; yo) al unei funcții f(x, y) de 
variabilele independente x si y (df (xo, Уу)--0), în ipoteza că D AC— 8°540, 
unde Aff. (Xo: Yo) В= ў, (хо Yob C=fyy (Xo Јо), avem: 

1) un minim, dacă D»0, A>0 (С»0): 

2) un maxim, dacă D>0, А<0 (C<0); 

3) n-avem extremum, dacă D<0. 

45, Extremum cu legături. Problema determinării extremumului 
funcției f(Pg)-f(QX,,..., Xp) alături de care există o serie de relații de 
legătură с; (Р) =0 (i=1,...,m; m<n) se reduce la aflarea extremumului 
„obișnuit pentru funcția lui Lagrange ` 


F =| aH” at. 
6 


3502. Să se dezvolte funcţia х) într-o serie de puteri după. 
puterile întregi şi pozitive ale binoamelor x—1 şi y+1. 

3833. Să se scrie dezvoltarea în serie Taylor a funcţiei 
fix, y)--3- în vecinătatea punctului M(1, 1). 

3804. Să presupunem că z este acea funcţie implicită de x si y, 
definită de ecuaţia 23--2х2--у--0, care pentru x—1 şi у=1 іа 
valoarea z— 1. E 

Să se scrie cîțiva termeni ai dezvoltării funcţiei z după pute- 
rile crescătoare ale binoamelor x—1 şi y—1. 

Să se studieze tipurile de puncte singulare ale următoarelor. 
curbe şi să se schifeze aceste curbe: | 

3805. y?—ax?-- x3. 3809. (x? +y? =a? (x2 —y5,. 

3895. x3-- y3—3xy —0. __ү22__ү5 

n 3810. (y—x?j —x5. 

3807. x?--y* xt y*. 3511 пети E 

3898, x24 yi— у, . (a+x) y =(a—x) x? 

3512. Să se studieze forma curbei y?==(x—a)(x—b)(x—c) în- 
funcţie de valorile parametrilor a, b, c (a b .— c). 

Să se studieze punctele singulare ale curbelor transcendente: 

3513. y?—1—e-*. z 

3814. y?—1—e-*. "e 4 

3815. y—xInx. leet 


m 


L(Pjsf P), xig; (P). 
1-1 


unde 3,(1-41,...,т) sint factori constanti. Problema existenței si naturii 
extremului cu legături se rezolvă în cazul cel mai simplu studiind semnul diferen- 
ialei de ordinul al doilea ад, (Р) în punctul staționar P, al funcției L (Р), în 
oteza că variabilele dx;,..., dx, sînt legate prin relația 


. 
H 


n 

У. aso (0=1,..., m) 
x 5r E «элй; 
ў=1 7 > 
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Ч 


5* Extremum absolut. Fun da f (P), derivabiiá într-un domeniu 
mărginit şi închis, isi atinge valoarea maximă şi valoarea minimă în acest 
domeniu sau într-un punct staționar, sau într-un punct frontieră al domeniului, 

Să se studieze valorile extreme ale următoarelor funcții de 
mai multe variabile: 


~ 8647. u=sin x-+-sin y+ sin z—sin (x+y --z) 


Orar; Oy; 02221). 


3648. п=хух2...хп (1—x,—2x,— ...—nx,) 


748621. z—x?-- (y—1). * +3624. г—х?—ху--у?—2х-Ьу, 0420, х,ә>0,...,х„>60). 
43622. z—x:—(y—l). - 3625. z—x?y? (6—x— y). "WP х, 5 
83623. z—(x—y--1)- 3626. z—x34- 95—3xy. 3649, и--х,-- A Pitat хо * * 


3627. z— xt y! —x?—xy—y?. 


ada (3:50, i51, 2,1), 


э ==ху-\?- 4. 2° > 0). 
3528. Sex + y peo, yo) 3650. Probiema lui Huygens. Sá se intercaleze între 
OY. x3 y " două numere pozitive a si b, n numere X, Xz... x, in aga fel 
3629. 2-ху|1-2-2 (a>0, 020» — racha 
А а ax -by--c " 2 Р 1 2 Xa e e e Xp _ 
3630. 5 | х#+у?+1 (42442--2220), аян (atx) (3 4 x3) .. (x, - 5) 


să fie maximă. 
. Să se determine valorile extreme ale funcţiei z de variabilele 
şi y, dată sub forina implicită: 
“3651. х24-)2--22--2х--2у--42--10--0, 
3052. х?-Е y?-- z2—xz— yz - 2x + 2-222 —0. 
A 3653. (x?-- y?-- z?y — a? (x? -- y*— 22). 
Să se determine punctele de extremum cu legături pentru 
mátoarele funcţii : сай ia me 
me 3654. ї--ху, dacă x+v=1. 


F3631. 2—1— 24у. 
3632. z— e (Sx? —6xy--3y2). " 
3633. z«e*-" (5 — 2х + у). 
3634. z—(5x-- 73—25) e-* t9, 

_. 3695. z=x?+xy+y?—4lnx—10 ln y. 


53636, z=sin х--соѕ y--cos (x—y) 


3637. z=sinx sin ysin (x+y) 


. 8688. z=x—2y+ln lx? y 
3639. === хуа (x?-1- y?). 
3040. 2:=х4-у--45іш x sin y. 
v" 8641. z= (х24-у2)е—0+29. 2273 8657. z— Ax? +- 2Bxy 4. Cy?, dacă x?-- y? =l. 
MN aM н UR RR ÍR 3858. z—cos?x--costy, dacă x—ye Л. У 
2 ‚= -у2+22 XY 22. -— 2 4 5 
И Сар ^n ^ "did . 9630. и--х--2у--22, dacă х2--у2--25--1, T 
V 3044. u=x+ A + T Tux (x70, y>0, 22-0). 32 3689. и = хту"г?, dacă v 
3848. п-=ху?23 (a — x—2y—32) (02-0). ! х+у+г=а | (т>, 0, p>0, a0). 
ex ys цээр КУ dacă А 
3645, u= < ы кек | p.3601. u0—x?--y?.-2?, dac 
, x? у, 2 » 
(х0, y>0, 220, а:-0, b>0). > Ки Т z=l (а>д>с>0). 


| 
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78862, u—xy?z8, das +2 y+3z=a 
(x>0, у»0, z>0, a>0). 
78663. u—xyz, dacá ага --22-41, x+y+z=0. 
3664. u—sinxsin уѕіп 2, dacă x+y+z= 3 


cu condiția ca 


Yt. 


i=l 


3672. Să se demonstreze inegalitatea 


“(х20, y>0, z>0). ї yh yt 2451 
3 (92). 


m 3005. а= e E 4-8? dacă x?4- y?--22— 1, 


хС0804-у соѕВ +2 соѕт== 0, In dini. Se va căuta minimul funcției ges cst cu conditia 
„ca х+у=5. 2 
3873. Sá se demonstreze inegalitatea lui Hölder 


1 


bac са 


(арый, хдь0, 1-1, 2,..; k-1,—— i + 3 - 1). 


! 


(a>b>c>0, cos?a-- cos? 8--cos?— 1). 
3665. u--(x—E-- (y—1) + (2—0), dacă 
Ax--By - Cz ^0, x?4- y?-z2— R?, 
Ё 1 I4 


COS a cosg cos ү 


3667. u= RHH dacă 


w 


» unde cos?«-4- cos?8 4- cos? =1. 


Indicatie. Se va căuta minimul functiei 


X, Xe Xn » 6 1 H 
23--435-122-4-141 (a-0;i-l,2,..n) nk QUE. 
а, а, z ЫД 5 

1 а dB. a u= 0449) (Zai ) Р 


> ® 3608. u=x? +x3+...+x7 (p>1), dacă cu condiţia ca 


аы (a>0). $ 


n 
Y ар А. 
i=l 


3874. Să se demonstreze inegalitatea lui Hadamard pentru 


3069. u= M Ji" E 2+... BE › dacă 
determinaniul А =|а,,| de ordinul n: 


n n 
82169. 
imi ј=1 


indicație. Se va considera extremumul determinantului А=| 4; |: 
alături de care mai avem relațiile de legătură 


Yd D-S j^ (12.528. 


= 


Să se determine în domeniile indicate valoarea maximă (sup) 
valoarea minimă (inf) ale următoarelor funcții : 


Brit Boat Fă (0620, 8,20; i—1, 2,... n). 
443670, и--хихэ...хї, dacă xy -x34-... HX =a 
(4-0, a1, і=1, 2,..., п). 


3671. Sá se găsească extremumul formei pátratice 
n 

u= DL (а= 83)... Н 

Lb Ч 
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3875. z—x—2y —3, dacá 


Ozcxzl, 02уг21, 0їх--уд21. 


3676. 
. 3677. 
3078. 


2= х2 +y2—12x+16y, dacă x?4-y?2725. 
z—xXx?—xy--y?, dacă | x|-] y | Z1. 
П--х2--2у2--322, dacă x?-- y?-- 2227100. 
3679. u—x- yz, dacă x?--y2zz 1. 
3680. Să se afle marginea inferioară (inf) si marginea supe- 
rioară (sup) a funcției 
U= (x -y4-z) e-ttr82) 


în domeniul x>0, y>0, 220. 


3681. Să se arate că funcția z=(1-+e)cosx—ye” are o infi-. 


nitate de maxime şi nu are пїсї ип singur minim. 

3682. Este oare suficient, pentru ca funcția f(x, y) să aibă 
în punctul М,(Хо, Yo) un minim, ca această funcție să aibă un 
minim de-a lungul fiecărei drepte care trece prin punctul Mg? 

Să se considere exemplul f(x, y)=(x—y2) (2x—y2). 

& 3683. Să se descompună un număr pozitiv а dat in m factori 
pozitivi, astfel încît suma inverselor acestor factori să fie minimă. 

3684. Să se descompuná numărul pozitiv a dat în n termeni, 
in aşa fel încît suma pătratelor lor să fie minimă. 

3685. Să se descompună numărul pozitiv a dat în n factori 
pozitivi, astfel încît suma puterilor pozitive date ale acestora să 
fie minimă. . ; 

3686. Să presupunem date în plan n puncte materiale P, (х;, у;), 
Pa (Xz, Yo)... Р„(х„ у„), avînd respectiv masele m, m»... , Mp, 

Pentru ce poziție a punctului P (x, y) este minim momentul 
de inerție al sistemului în raport cu acest punct? 

3687. Pentru ce dimensiuni are o suprafață minimă o cadă 
dreptunghiulară deschisă de capacitate dată V? 

3688. Pentru ce dimensiuni are o capacitate maximă o cadă 
cilindrică deschisă de secțiune transversală semicirculară, a cărei 
suprafaţă este S? 4 

Ж 3089. Să se afle pe sfera х24-у24-22--1 punctul care se bucură 


de proprietatea că suma pătratelor distanțelor sale la л puncte. 


date М,(х, y, ZD (-41, 2,..., п) este minimă. 
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3890. Un corp este format dintr-un cilindru circular drep 
mpletat printr-un con circular drept. Presupunind cà aria totală 
corpului este dată şi egală cu Q, să se determine dimensiunile 
i în aşa fel, încît volumul lui să fie maxim. 

3691. Un corp de volum V are forma unui paralelipiped drept 
с cărui baze sint completate cu două piramide regulate avînd 
aza un pătrat. Pentru ce unghi de înclinare al suprafeţelor laterale 
е piramidelor faţă de bazele lor, este minimă aria totală a corpului? 
3692. Să se afle dreptunghiul de perimetru dat 2p, care prin 
tirea în jurul uneia din laturile sale formează un corp de volum 

- maxim. 
1. 3693. Să se găsească triunghiul de perimetru dat 2p, care prin 
rotirea în jurul uneia diu laturile sale formează un corp de volum 
maxim. 
3694. Să se înscrie in emistera de rază R un paralelipiped 
“dreptunghic de volum maxim. 
4-3695. Să se înscrie într-un con circular drept dat un parale- 
piped dreptunghic de volum maxim. 
3595. Să se înscrie în elipsoidul 

x y? 
2 1 0 


n paralelipiped dreptunghic de volum maxim. 

3897. Sá se inscrie in conul circular drept, a cárui genera- 
аге | este înclinată față de planul bazei cu unghiul 2, un parale- 
piped dreptunghic de arie totală maximă. 


3893. Să se înscrie în segmentul paraboloidului eliptic = = 
E qu z-c un paralelipiped dreptunghic de volum maxim. 


CUm ugs 
3699. Să se găsească distanța cea mai scurtă a punctului 
И» (Xo Ур Zo) la planul Ax+By+Cz+D=0. 
3700. Să se determine distanța cea mai scurtă între dreptele 
in spatiu 
xh. y-n 02-5 


my Th Pi 8 
si 
®—®% И. 27 
тэ п» р» 
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3721. Să se afle distanţa cea mai scurtă dintre parabola Ya 

91 dreapta x—y—2=0. 
3792. Să se afle semiaxele curbei cu centru de gradul al doilea 
Ax?--2Bxy- Cy?—1. 


3703. Să se aile semiaxele suprafeței cu centru de gradul 
al doilea 


Folosind metoda celor mai mici pătrate, să se determine va- 
rile cele mai probabile ale coeficienţilor a si b. 


Indicatie. Conform metodei celor mai mici pătrate, valorile cele mai 
obabile ale coeficienţilor а si b sînt acelea pentru care suma pătratelor 


rorilor 


Ax?4- By?-- Cz?--2 Dxy -2Eyz -2Fxz— 1. 
3704. Să se determine aria elipsei de intersectie a cilindrului 


x? y? 
wt Бий! 


te minimă. 


3709. Intr-un plan este dat un sistem de л puncte М, (х,, y;) 

1, 2. 30): 

Pentru ce poziţie a dreptei x cos«--y sina—p 0 suma pătra- 

lor abaterilor punctelor date de la această dreaptă este minimâ ? 
3710. Să se aproximeze funcția x? în intervalul (1, 3) cu 

funcţia liniară ax--b în aşa fel, încît abaterea absolută 


А-- ир!х2-(0х--0)| (122523) 


cu planul 
Ax+ By-- Cz=0. B 


3705. Să se determine aria secţiunii elipsoidului 


х? y? z 

Сл, УЕ NR — = — 
а а 1 să fie minimă. 
cu planul | 

: X COS 2+ y COS B-- Z cos '( —0, 
unde 


COS? & -- cos? 8-- cos?(— 1. 
ї 


3706. Coniorm principiului lui Fermat, lumina care izvorăşte 
din punciul A si ajunge în punctul B se propagă după o curbă, 
pentru a cărei parcurgere este necesar timpul minim. 

Presupunind că punctele A si В sînt situate în medii optice 
diferite separate printr-un plan, că viteza de propagare a luminii 
în primul mediu este v,, iar în al doilea mediu v, să se deducă 
legea refracției luminii. : 

3707. Pentru ce unghi de incidență este minimă deviația razei 

„luminoase (adică unghiul dintre raza incidentă şi raza emergentă) 
care trece prin prizma avînd unghiul de refracție œ şi indicele de 
refracție п? Să se determine această deviatie minimă. 

3708. Variabilele x si y verificá ecuaţia liniară 


n y-ax4-b, 


ai cărei coeficienți trebuie determinati. După о зеге de măsurări 
de aceeaşi precizie s-au obținut pentru mărimile lui x si y valo- 
rile x, у, (=1, 2,..., п). 


Culegere de probleme si exerciţii de analiză matematică 
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B 
3711. Să se arate cá integrala 

1 


FU) = Ves y)dx 


de funcția discontinuă f(x, y)—sgn(x—y) este o funcţie continuă. 
Să se construiască graficul funcției u= F (y). 
3712. Să se studieze continuitatea funcţiei 


| CAPITOLUL VII 
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"unde funcţia f(x) este continuă şi pozitivă pe segmentul [0, 1]. 
3713. Să se calculeze 


1+а 1 
à dx " эз 
a) lim E m Б) = йа | V2 F2 ах: 
) a0 c 12+ > a0 у 
2 1 
Я E dx 
c) lim (2 cos ax dx; d) lim ( zt 
23098 А ет) 
п 


$ 1. Integrale proprii depinzind de un parametru 


1°. Continuitatea integralei. Dacă funcția f(x, Y) este defi 


nitá si continuă in domeniul mărginit R[azxzA; bzy<B), atunci 
A 


Foy- Ves уудх 


a 


reprezintă o funcție continuă pe segmentul bz y B. 
, 2°. Derivarea sub semnul integrală. Dacă funcția f (x, y 
mai are si derivată parțială fy (X, y) continuă în domeniul Р, atunci pen 


tru b<y<B este valabilă formula lui Leibniz 3714. Să presupunem că funcţia f(x) este continuă pe seg- 


d t А : mentul [a, А]. Sá se demonstreze că 
dy ye y)dx s (x, y) dx. я 


In cazul mai general, cînd limitele de integrare sint funcții derivabile ‹ (y) 
şi o (у) de parametrul y, iar ao (у) £A, aco (у) А pentru б< y« B, atunci 
avem . 


lim 1/04-0)-/(014-4/09-7(0) (ax A. 


а 


Р MU) 3715. Putem trece oare la limită sub semnul integrală, în expresia ` 
dy Јо, y dxzf (му), y) OQ) —f(9 0). у) 0) + 1 x 
юэ 27 mE lim Ş ze “ах? 
ee nas Ф<у<В), | 
& eo) 5 e 3716. Putem calcula oare după regula lui Leibniz derivata 


3°. Integrarea sub semnul integrală. Dacă condiţiile 1° sînt ! nctiei 
satisfăcute, avem : ч 


1 
Val го, pa = S pa. i ветра 
b a a b 
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раак HH HM Ho — PÓÓ——— Más 
к 3722. Să se calculeze F™ (х), dacă 
3717. Să se calculeze F'(x), dacă ! 


x? 


F =. 9(х-4 dt. 
p-er w- jen 


3723. Să se aproximeze funcţia f (x)= x? în intervalul 1 zx 223 
prin funcția liniară a+bx în aşa fel, încît 
3 


3718. Să se calculeze Ё (0), dacă: 


соза ER в Р NEC TU 
а) F(o)= { е х; с) ғо) = (reta diua ja + ox X2) dx— min. 

Sina 

5 i 3724. Să se obţină formula aproximativă 

+a 


fixxieacex (02х41) 

din condiţia ca abaterea medie pătratică a funcţiilor a--bx şi 
11:-х2 în intervalul dat (0, 1] să fie minimă. 

3725. Să se calculeze derivatele integralelor eliptice complete 


b) Ft) = E ах; 
aca 
ba 


d)F(a)— Gres, x—a) dx; 


aa х 
Ж 

а? х+а - үгт 52 
e) Ёо)- | dx | sin(x2+y?—2) dy. E(k)- y |— sin? de 

ө x—a 
3719. Să se calculeze F(x), dacă 5 | 

do 
ЕЮ = | үт-нэт: (0« k « 1) 


x 
ЕО)- (4) £0) dy. 
0 A să se exprime aceste derivate în funcție de E(k) şi F (k). 
Să se arate că E(k) verifică ecuația diferențială 
E(k) 


E+ EE ER —0. 


unde f(x) este o funcție derivabilă. 
3720..Sá se calculeze F” (х), dacă 


b 
F (x)= V 0)1х--у | dy, 3726. Să se demonstreze cá funcția lui Bessel de indice 


1 


л 


unde a «b şi f(y) este o funcţie derivabilă. 
3721. Să se calculeze F"(x), dacă Ј,(х)= 


(cap x sin q) do 
; 0 
erifică ecuația lui Bessel 


h h 


F(9- 40а} о) (00. : 
83 хау, х)-ех),004-02--09) /,09--0, 


unde f(x) este o funcție continuă. 
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PPP. Pis 731. Să se arate că dacă funcția f(x) este continuă pe seg- 
itul [0, 7]. şi (x—EP--y?--22 2: 0 pentru 028 21, funcţia 


Го) = pu 
0 


а—Х 


unde functia ф(х) este continuă pe segmentul 0 <x <a împreună 
cu prima sa derivată Ф'(х). 


Să se demonstreze cá pentru 0 < = < a avem: 
(un #0 fot 
I! (a) Үт xad fide 
Indicatie. Se va pune х= оѓ. 
3728. Sá se arate cá functia 


1 
а —— 
u(x, у, 2)= 
К SIT Vo + у2 + 22 
fică ecuația lui Laplace 
eu E 
өх? + буз 


M ёз = 


< ба se calculeze, aplicind ei de derivare in raport cu tin 
arametru, următoarele integrale : 


H 
1 3732. In (a? sin? x -- 0? cos? x) dx. . 
u(x)= (K(x, y) v) dy, ò 


0 
unde 
x(1—y) dacă x £y; 
у(1—х), dacă xy, 
iar v(y) este o funcție continuă, verifică ecuația 


А 
In(1—2acosx--a?)dx. 3734. 1 arctg (a tg х) gy, 
0 


K (x, У)= нь 


p 1+асозх, dx. 


"( rox nd 3735. П TZacos x’ Cosa (а <1). 
u"(x)j-— Ў 
x) vi) ( pedi ) 3738. Folosind formula 

3729. Să se calculeze Бу (x, у), dacă 1 

arctg x — | dy 
F(x, y ja {е yz) f) dz, 3 VENE 
É să se calculeze integrala 

unde 712) esta 0 Басре derivabilă. (вх dk 

3730. Fie f(x) o funcție de două ori derivabilă şi F(x) o 0 х oW» 
funcţie derivabilă. 


Să se demonstreze cà funcția 3737. Folosind integrarea sub. Вен! integrală să se calculeze 


x+at 1 чен 


и (х, t)= i [£(x—at)4-f (x + a5]+ E | F(z)dz 


Male ci ut (29-0 dx (a0, 020) 
verifică ecuația coardei vibrante Г] 


Gu _ „ёш - 3738. Să se calculeze integralele: 
а 22-38 de b) (cos [in ja (25.0. #50) 
i = a 
şi condițiile initiale: u (x, 0)— f(x), u; (x, 0)=F (x). 5 ICE с m dxi; ) yen | JR Bx 4 
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3739. Fie F(k) şi E(k) integralele eliptice complete (v, 


di °, Criteriul lui Cauchy. Pentru ca integrala (1) să fie uniform 
blema 3725). Sá se demonstreze tormulele : 


vergentă în intervalul (уу, уг), este necesar şi suficient ca pentru orice e7- 0 
x există un număr B=B (e), astfel încît 
b" 

| ros pax] «s pentru у < y< ya 
v 
je îndată ce b >B şib" > B. ~ | 

3°. Criteriul lui Weierstrass. Pentru ca integrala (1) să fie 
niform convergentă este suficient ca să existe o funcție majorantă F(x) care 
u depinde de parametrul y, astfel încît 


D 130, У)| = Р(х) pentru azx<+o 


ри 
k 

а) VF) kdk-E(k)—KF (k) ; 
0 


k 
b) {2009ка 41142) E (k) —K? F (k)), 


unde /2==1—/2. 
3749. Să se demonstreze formula 


+= 


хло) ёх), p флан 


unde Јо(х) si Л (х) sint funcţiile lui Bessel de indice 0 si 
(v. problema 3726). 


оен 


@ " . 
4°, Teoreme analoge sint valabile si pentru integralele improprii de 
funcții discontinue. 


Să se determine domeniile de convergenţă ale. integralelor : 


$ 2. Integrale improprii depinzînd de un parametru, T gm Po ax 
Convergenţa uniformă a integralelor 3741. f ies d SM, f Imp 
" ; 1 
1°. Definiția convergentei uniforme. Vo i ă inie- T 1 cos.— 
grala improprie 5 lisa due: 3742. | Eom ay 3745. V E dx 
+o E 2 P4 3.0102 7 
| f(x, y) dx, (уз +» +e nx 
a sinx 
unde funcția f (x, y) este continuă in domeniul a = x < + co, yj < y < Y, este 3743. | xP dx. 5746. f xP sin x dx (р2>0). 


uniform convergentă în intervalul (yj, уз) dacă pentru orice e >O există un 


număr В= В (e), astfel încît pentru orice b > В să avem Să se studieze convergentfa următoarelor integrale, compa- 


IT | îndu-le cu nişte serii convenabil alese: 
fo у)ах|<« w<y<w). ъв rg 
(b 3747. tU 3740; | EL. 
Үрийн 221 А : хаа х? V sin?x 
. Convergenfa uniformă a integralei (1) este echivalentă cu convergenta 0 y 
uniformă a tuturor seriilor de forma ? же а 584 (x42) 
xdx sin (x -x 
oi 3748. | Amas. (00). 3780 f He ах, 
рУ ! 76, уух, 0) 3751. Sá se formuleze in sens pozitiv faptul cà integrala 
n 
+o ~ 


unde a—a, < a. a, ... 22-31 = 
0 1<% < < а, < а, < gi Jud, + o. f f(x, » dx 
Dacă integrala (1) este uniform convergentă in intervalul (у, уә), ea re- й 


prezintă o funcf'e continuă de parametru y în acest interval. nu este uniform convergentă în intervalul dat (y, y2). 


. 
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3752. Să se demonstreze cá dacă 1) integrala е A 
3 : 3759. | "Rod (0 za +o). 
f(x) dx бы 
Ў? Н — ca 60. 1 mx „лу (0д2о--4 

este convergentă si 2) funcţia Ф (х, y) este mărginită si monotonă „3760. x = +9). 
їп raport си x, atunci integrala е А 

m ` cos x 

( f(x)e (x, y) dx | e — dx (0 29 < +œ), unde p>0 


a 
este uniform convergentă (în domeniul respectiv). 
3753. Să se demonstreze că integrala uniform convergentă 


o 


Vae- dx (0 0 +o)... 
d 


To 
3763. | eco dx а)а-4-0: b)—c —a«--co. 


—= 


eser 
I= |e” ds (0<у<1) 
1 ` 
nu poate fi majorată printr-o integrală convergentă əcare să mi 
depindă de un parametru. 

3754. Să se arate că integrala 


m 


3764. f e $i sinxdy (—о <x< +o). ` 


+o 0 
I= \ «e "dx E sinxe 
} ; 8765. | 225-4х (pz. 0) . 
(1) este uniform convergentă în orice interval 0 < a zc. b si 


2) nu este uniform convergentă în intervalul 020220. 


3755. Sá se demonstreze cá integrala lui Dirichlet 3160; rn di ApS pe 


5 х" 
: "M ew 22 
(1) este uniform convergentă pe orice segment [a, b] care nu- RR Mes (ens ta 
contine pe «—0 şi 2) nu este uniform convergentă pe orice seg- 
ment [a, b] care contine pe «—0. 
Să se studieze în intervalele indicate convergenfa uniformă a 
următoarelor integrale : 


H 
3768. $ sin 1 & (0 — n < 2). 
d 
2 
г 


ЁРЭ 
3759. | e“sinxdx (0 = ap а со), 
0 


43757. V xecdx (22429) 
1 


1 
3770. [72 ах (02421) 
“0 Vix-«l - 
3771. Vom spune cá integrala este uniform convergentá 
tru o valoare dată a parametrului dacă ea este uniform con- 
gentă într-o anumită vecinătate a acestei valori. 


Teo 


= 9758. | Чон dx (—® «aa «4 o). 
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Să se demonstreze că integrala 3778. Să se determine punctele de discontinuitate ale funcției 


+o К (9 
dx : 
E Е(а)- | 884-409х ах, 
7 0 х М a 


este uniform convergentă pentru orice valoare a #0 si nu este 
uniform convergentă pentru a=0. 2 | 

3772. Este permisă oare trecerea la limită sub semnul inte- 
grală, în expresia 


Să se construiască graficul funcției y=F (a). 


Să se studieze continuitatea în intervalele indicate a urmă- 
oarelor funcții : 


+o 
79. F (œ) - | ZS à 
37 (о) ! $us pentru « > 2 
i ie integrabilă in intervalul (0, -+o _ совх qu 
3773. Fie f(x) o funcție integr: ) 3780. F (e) х dx — M 


Să se demonstreze formula 


` í 


+o +o 
lim | ef (x dx= Yr 3781. Р) = (e igde pentu 0 са <2. 
a>+0 0 z= 
у +r E 
3774, Să se demonstreze cá 3782. Fie) = ( x - de E N 
01 i 


4o 
lim V ЛО) sin пхах—0, 
n+ 0 
dacă fe este absolut integrabilă in intervalul (0, +o). 
3775. Să se demonstreze că dacă 1) fe DZIE уо) în 1 


z 


+2 


3783. Е (о) = | ое фах  pentrü --со-0---00. 
0 


orice interval finit (а, b); 2) |f 65 )] £F (x), unde n F(x) dx < + со, 
2 : 


atunci 
+o 


Y?Yo а 
3776. Să se calculeze integrala 
+оо 


I | n [f 4 EY "е, 


folosind trecerea la limitá sib ichs integ rală. 
3777. Sá se demonstreze cá integrala 


To. 
Е(а)- | 97 dx 
0 


este o funcţie continuă de parametrul a. 


+оо 
lim { 0,0) х= | lim f(x, у) dx. 
a а Y> 


5 3. Schimbarea de variabile la integralele improprii. 
Derivarea si integrarea sub semnul integralá a 
integralelor improprii 


1°. Derivarea în raport cu un parametru. Dacă 1) funcția 

f(x, y) este continuă şi Бааз in raport cu parametrul >, m domeniul 

azx<+o, nh«y«y:2 1? f (x, у) dx este convergentă; 3) T Л, у) dx 

este uniform convergentă in intervalul (ур уз), atunci 

+o 4o 

FAELDLL {деле 

а 

E pentru y, < y < y» (regula lui Leibniz). 

2°, Formula integrării în гарогі си tin parametru. Dacă 
To 


funcția f(x, y) este continuă pentru x => а şi yj &y £ ys; 2) ( f(x, у) dx 
е а а 
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este uniform convergentă in intervalul finit (yj, y»), atunci e continuă şi derivabilă în domeniul 


ys +0 49 ya — со < 4 < +o. 
d ‚у)ах= da ] 
| d {ле диве f i ау: 3788. Plecind de la egalitatea 
1 1 
Dacă f(x,y) = 0, formula (1) este valabilă si pentru intervalul int mos pb К 
(Vw Y2), în ipoteza cá unul din membrii egalității (1) are sens. tn LE = {е dy, 
a 


3784. Folosind formula 
1 


pe dx= i. (n > 0), 


să se calculeze integrala 


БЭ 
| exo 


5 5 dx (4-0,0-0) 


0 


să se calculeze integrala 3789. Să se demonstreze formula lui Frullant 


1 
I= { хе In" x dx, 
0 
unde m este un număr natural. 
3785. Folosind formula 


+оо 
f AAO ay f(-0)n 0. (a2 0, b> 0), 
0 


+o 
nde f(x) este o funcție continuă, iar integrala yum dx are 
sens pentru orice А > 0 А 

Aplicind formula lui Frullani, sá se calculeze integralele : 


d. 7 
| am зүг (4-0, Заа 

cos ax — cos bx 

să se calculeze integrala 3790. i s: SOSI CTE de (а> 0, b — 0). 
+o 

dx sin ax — m bx 
= ) барар 0 
{ое 3791. jue me sinar—shix de (00, b> 0) 


unde n este un număr natural. 


arctg ax — -arig bx 
- 3786. Să se demonstreze că integrala lui Dirichlet ы T Фе (аси). 


Си айт derivării în raport cu un parametru, să se calcu- 
1(0)- IC oE gy eze următoarele integrale : 


+о 
eat 0—9 


are о derivată pentru о з 0, totuşi ea nu poate fi calculată си. : 3793. | шиниг или (z > 0, 87 0). 
ajutorul regulei lui Leibniz. 5 
Indicafie. Se va pune «x—y. 3794. ў 2 ех ех |2 (z 2 0, 8 0) 


3787. Sá se arate că funcţia 


+= 
Fl IE (л ЭХ M, 
e j Tera ол 


+оо 
е 


ax _p—Bx 
3795. | - —— уптхах (e >0, p> б). 
1: 
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+o 
e 


—À 
3796. ( E ве Бай соѕ тх х (®> 0, В 2 0). 
d 


Să se calculeze integralele: 


1 
3797. {ы dx (61:21) 


è xyi 
1 
3798. (POE ах (181200 
0 
Nd arctg ax Nd In (z24- x2) 
3799. | ede 3800. E 
1 0 


+ 


© 


3801. | 208х008 gy, 


te 


3802. | In (Lot) n Coppa dx. 


d 
3803. Să se calculeze integrala lui Euler-Poisson 
{= | ё- dx; 
0 
plecind de la formula 


+оо 


8-1 ех ( хе-“У4у. 
0 


0 ' 
Să se calculeze, folosind integrala lui Euler-Poisson, valorile 
următoarelor integrale: 
+o 
3804. | e-evmodx (а>0, ac— 0*0. 


3805. | (г,х2--20үх--г,) ec eto х (470, ac— 0*0) 
+o 


3806. Ve-^*chóxdx (a>0). 


—® 


3807. Qe ("Ea - (a>0). 
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ЫЗ ax? pp? 
3808. Ше @>0, 87-0). 
+оо 


3809. f e—a? cos bx dx (a0). 
0 


3810. f xe—*' sin bx dx (a0). 
0 


3811. | х2" e—* cos 2bx dx (n fiind un număr natural). 
0 


3812. Plecind de la integrala 


+o а 
I= | ен ах (амд), 
0 


se calculeze infegrala lui Dirichlet 


D= ах 


- Sá se calculeze, folosind integralele lui Dirichlet şi Frullani, 
alorile următoarelor integrale : 


+o 


6—9 — cos gx sin ах}? | 
3813. { C ze, 3817. Ла dx. 
(20) ГЭЭ" 
ә Зил 
3814. n а dx. 3818. 1 х ja 
E +o 
.3815. [E Sin ах соз вх үл. 3819. | x dx. 
d 
M За, i sint cx—sint ax 
3816. Цаа sq 3820. {Этек 


С 3821. $ 2227 
: 9 


Culegere de probleme si exerciţii de analiză matematică 
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3322. 1 gos ЮЗ ас (ko 0, а>0, $20) 
3323. Să se găsească factorul discontinuu al lui Dirichlet 
2 +оо di 
D(x)= «= | sin à cosàx = 


pentru valori distincte ale lui x, Să se construiască: graficul funcției 


=D(x). 
i AA Sà se calculeze integralele : 
To +o 
a) v. p- (Eg dx: b) v. p- | 


—© 


cos ax 
б dx. 


3825. Folosind formula 
+20 
| РА: ext 
= Vet» dy, 
14-32 | 
să se calculeze integrala lui Laplace 


Tro 


Tes ES aX dx. 
0 


1rx? 


3826. Sá se calculeze integrala 


+o 
X sin «x 
„= Eget. 
0 
Să se calculeze integralele: m 
js cos «x 
P х. 
3827. n is dx. 3828. f ах 
0 0 
+o 


2 cosax qu — pr 0). 
2.27 хайлшин 


3830. Folosind formula 
+оо 
Log f edy од, 


үх Va Ч 
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se calculeze integrala lui Fresnel 


+o +o 


“07 1 çf sinx 
sin (x?) dx= э \ү=сх 
f t ! үх | 
+o 1 To 
A cos (х2) dx= 3 COSA dx. 
f j y * 


Sá se afle valorile” următoarelor integrale: 
+0 


| sin (4х24-20х--с) х (4520). 


—c 


+o% 
3832. ( sin x?-cos 2ax dx. 


3831. 


LI e 
3833. f cos x?-cos 2ax dx. 


. 9834. Să se demonstreze formulele : 


To +o 
cosax To " 

1) Vm dX— 559049; 2) 1 

5 0 


xsin «x х 
gis ОХ = — - COS da, 


0 


1 unde 2520, iar integralele trebuie înțelese în sensul valorii princi- 
4 pale a lui Cauchy, 


3835. Sá se calculeze transformata lui Laplace 
+o 


F(p)= Verf(tdt (p>0) 


| pentru funcția /(0, dacă: > 


а) f(f)—-f" (n este un număr natural); 


b) f)- Yt; e) f(f)-cost; 
=t 
o) f(A = et; 9 f(- 1; 
d) f(t)—te- ; g) f (f) - sin «y t. 
3836. Să se demonstreze formula (integrala iui Lipschitz) 


БЭ » | : 
L ! Jo (bt) dt— Pais (0. 
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x 


1 { cos (x ѕіп ф) аф este funcţia lui Bessel de indice 


unde Jj(x)— ce 


zero (v. problema 3726). І 1 | 
ы] Să se calculeze transformata lui Weierstrass 


+o 
F (x)= = eset f dy, 


E ajfo)-1; 6) /у)-ед: 
b)f(yey  d)f(y-cosay. 


3838. Polinoamele lui г Cebigev-Hermite se definesc prin. 


formulele 
л „Хх? d" 


H,(x)- C71) e* (e) 


(n—0, 1, 2,...). 
ах 
Sá se demonstreze cá 


b 0, dacă т;п; 
| Ha (х) Н, (х) gc dx ны p n! Үт, 
3839. Sá se calculeze integrala 


СЭ ы 


dacă m=n. 


—% 


(х— 8° 


1 n СЭ” 202 dE 
Ф(Х)= 5 05: s E 


(820, 90) 
care este foarte importantă în teoria probabilităților. 


3849. Fie f(x) o funcție absolut integrabilă în intervalul 3 


(—о, + о). "m 
Sá se demonstreze cá integrala 


"Eoo . х) 
1 = dat 
-—— oe dt 
(s D zs 76 
verifică ecuația căldurii 
ди 1 su 
o а? gx 


: itia initialà 
şi condiţia initi lim ——! 
tat 


42 
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$ 4. Integrale euleriene 


1* Funcția T. Pentru x>0 avem: 
+оо 
г(х)= Lum & gt, 
roprietatea fundamentală a funcţiei T este dată de formula de recurenţă 
і г(х+1)= хг (x). 
acá n este ип număr întreg pozitiv, atunci 


" ; 1). 13...(2п—1) у 
г (п) =(п—1)1; г Gi | a ys. | 
2°. Formula complementelor. Pentru x diferit de un număr 
treg avem : 
T 
T (x) r (1—x)= Заах! 
Această formulă ne permite să definim funcția P pentru valorile negative 
ale variabilei. 
3. Funcția B. Pentru x-0 si у>0 avem: 
1 
B(x, у)= je (1—87 at, 
0 
te valabilă formula 
roro) 
T (x+y) 
3841. Sá se demonstreze cá funcția Г(х) este continuă si are 
rivate continue de orice ordin in domeniul x0. 
. 3842. Sá se demonstreze că funcţia B (x, y) este continuă. şi 
are derivate continue de orice ordin în domeniul x»0, y>0. 


- Sá se calculeze, cu ajutorul integralelor euleriene, următoarele 
integrale : ` 


B(x, у)= 


1 i A 
3. (Үх=х?ах. И 
cs үүх x? dx 3846. \ [ES 
a + 
2l72— 3 ] х? dx 
зви. fx Каас (a0) 3847, | 222 
EX. а 1 
3845. PS 3848. V sin х. сов x dx. 
0 
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1 
dx 
3849. V——' 
Mos 
+оо 


3850. Е e—?dx (п este un întreg pozitiv). 
0 


Să se determine domeniul de existenţă şi să se exprime cu . 


ajutorul integralelor euleriene următoarele integrale : 
+o 


+0 
хт! хт! 
3851. j хах (0. 3882. f Apt 


эг 7 
3853. | acer (а>0, b>0, n0). 
res 


b H 
(x—a)" (b—x)" i n " 
3854. Элон ах. 3856. f sin” x cos” x dx. 
2 3 
3855. = m>0). 3857. | tg" x dx. 
NE 
3858. | — dx (0<|К|<1). 
0 (1+k cos х)" 
+= 


3859. фе-"ах (n0). 
А 


3860. f хте" dx. 
ia 


3862. | xpe-cinxdx (420) 


0 


1 
зөвл. {| mni ax. 


m 
—1 
3863. y "х ах (p»0) 
E 


se, 75 UP de (p>0). 


culeze integralele: 


INTEGRALE EULERIENE 1 391 . 


To yp "E 
3865. lue ix de 


3866. pe 257 dx (0<р<1). 


Indicatie. Aceastá integralá poate fi consideratá ca 
dim 0180 ғ) — B(1— p, &)]- 


3867. ў A dx «acp. 


3868. | InT (x) dx. 
0 


1 1 


" 
3869. Vinr(x)dx (a0) 3870. | mT (9 sin zx dx. 
r 0 


3871. ( InT (x) cos 2nzxdx (л este un număr, natural). 
0 


Sá se demonstreze egalităţile : 
1 


х? ах т. 
3872. тс үс x Viu 4 
+o +o 
3873. —dx. \ x2e-* dx=» 
Vene f eedem 


n 1-7 oz 


3874. П ўнта) ' (22) * 


m=i 


. 3875. lim | e dx=1. 


п» 2 0 
Folosind egalitatea 1231 (€ e- e7U dt (x70), să se cal- 


Tc 


3876. | dx (0<т<1). 


0 
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— 


3877. V3 dx (0<m<2). 
0 


ад { © cos xë di. 
ЫГ 


3878. Sá se demonstreze formulele lui Euler: 
ET 


In mod analog obținem, dacă funcția f(x) este impará : 

—1„—М cos a > Г(х) : 

a) \ ёе cos (АЁ sina) = соз ах; 
РЫ 


+o 

i foe ( b Q) sin ax d, (3) 

ВЭ | 
b) n Eg cosa sin Qt sin о) ағ ==? sinax 

d " 

2 А 
3 3): b= \ (GO sin a£ 48 
(гд, x0, 5 05 2 | 


4 Z gi rcului i: 2 ii pri i 
3879. Sá se calculeze lungimea arcului curbei | Í > Reprózentarea unei fuactiiprintr-o integrală 
r'—g'cosme (a>0, n>0). Jrourier în intervalul (0, +оо). Functia f(x), definită în inter 


ia limi i ilă în acest interval si avînd proprietatea 2), poate 
оарои gis ро), ен Ча релш а Bees шээг, bon prin formula (2) (prelun- 
| ră), sau prin formula (3) (prelungire impara). 
|х|" уа" (070, 270). фе pară), sau р 


Să se reprezinte printr-o integrală Fourier următoarele funcții : 


1, dacă |х|<1; 
3881. so- dacă |x|>l 


sgnx, dacă |x|<l; 
3882. / 09-50, dacă |x|>l. 


3883. f(x) = зап (x— a)—sgn (x— b) (ba). 


8 5. Formula integrală a lui Fourier 


1. Reprezentarea unei funcții printr-o integrală 
Fourier. Dacă 1) funcția f(x) este definită pentru — co« x« +20, 2) este 
continuă pe porțiuni împreună cu derivata sa f'(x) in orice interval finit și 
3) este absolut integrabilă. în intervalul (— co, +00), ea admite în toate 
punctele în care este continuă, reprezentarea sub forma integralei Fourier : 


+o 


£6) { [a a) cos 1-6 0) sin 23] da (1) [ (1-52). dacă |x|za; 
unde 5 Я 3884. = É ă 
D? 138 | 0, dacă |х| >а. 
=— dg si 60)=— in X£ dg. 4 x 
2] х есл Жи = V 79е є 3885. /()em ia (020) 3896. /0д=шуг (070 


In punctele de discontinuitate ale funcției / (х), membrul întîi al formulei (1) : Ё si z 
trebuie inlocuit cu 1 f (x0) - f (x—0)] js. daca Ilem 
rebuie in 7; . 3887. Т09-40, dacă |x; >. 
Dacă funcția f(x) este pară, tinind seamă de aceeași observație cu 
privire la punctele de discontinuitate, formula (1) dá cosx, dacă |х| Pu 
22755 

+o i 2 
fy | а (3) cos 1x d, (2) 
0 


3888. f(x)= 


0, dacă |х| 5+ 
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А ѕіпоѓ, dacă 122228, 
3889. /(0)-- 
5 0, dacă |t|- 79" (m fiind un num 
natural). 
3890. f(x)-e-*!*! (0:0). 3893. f(x)—e—*. 


3891. f(x)—e-*!*!cosQx (2:-0) 3894. (х) = хех, 
3892. Р(х) =е—= х! ѕіп х (220). 
3895. Să se reprezinte funcţia 


f(x)2e— (0<x<+o) 


printr-o integrală Fourier prelungind-o а) în mod par; b) în тоў 
impar. : 
Să se calculeze transformata Fourier 


CAPITOLUL VIII 
INTEGRALE MULTIPLE ȘI INTEGRALE CURBILINII 


AX! * S81. Integrale duble 


To 


1 1% calean een A ei poe oe aanle Numim 
ИР: RN — itx ală a funcției continue f(x, y), extinsă domeniului 9 mărginit, 
F(x) Vaz 170 £ dt кА şi a cărui arie există, numărul ш 
pentru funcţia f(t), dacă: x,y)dedye ü „Vă Ку, 
А E. We y) dx dy T "p УЙ Ax; һу, 
3896. f(x) e-*!*! (020). 3898. f(x)=e *. max] Ay; i0 
: E nde AX;2X;,, — Хь AY; Si suma se ia pentru acele valori ale 
3897. f(x) xe-*!*! (020). 3899. f(x)=e “созох. i i si j pentru care (х, Уу) 60. 


3900. Să se determine funcțiile c (х) si wv (x), dacă; 


1 
a) | (y) cos ху dy = rci; 
Ш 


To 


Dacă domeniul о este dat de inegalitátile 
аах 2, у(х) 4 у у(х), 


unde y; (X) şi y2 (х) sint funcții continue pe segmentul [a, b], integrala dublă 
orespunzátoare poate fi calculatá dupá formula 


b y) 
b) f w(y)sinxydy-e-* (x>0). M MIS y) dx ау- (ах | Убх, y) dy. 
0 Q а ух) 


2°. Schimbarea de variabile în integrala dublă. Dacă 
ńcțiile continuu derivabile 


x=x (u, v) y=y (u, v) 

prezintă o transformare care realizează o corespondență biunivocă a dome- 
ului mărginit si închis О: din planul Оху pe domeniul о” din planul Оно şi 
că jacobianul 


D, y) 
“7р, v) 


0, 
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este valabilá formula 


e S este un triunghi limitat de dreptele x—0, y=0 şi х+у=1, 
Me y dx dy- We ш, о), y(u, 0) | J| du do. 


mpártind domeniul S, prin dreptele х= const, у = const, х-- y = const, 

n patru triunghiuri egale şi alegînd valorile funcţiei de sub semnul 
grală în punctele de intersecţie ale medianelor acestor triun- 
hiuri. 

- 3905. Domeniul S (х2--у22011) este împărţit într-un număr 
nit de părți carabile AS, (i=1, 2,..., n) de diametru mai mic 
есй ò Pentru ce valori ale lui 2 va avea loc inegalitatea 


In pariat dacă trecem la coordonatele polare r şi e după formulele 
x=r COS Ф, y=r sin o, avem: 


1122 y)dxdy- aM rsin ф) r dr dg. 
o Q 


3991. Să se calculeze integrala 
[ff sn e yas- Y S sin (x, +y) AS, |<0, 001, 
5 


de (x, у) € AS? 
considerind-o ca limita unei sume integrale obținută împărțind do- Să se calculeze integralele: 
meniul de integrare în pătrate prin dreptele is 
3906. Lad etu 3907. | dx Vx? dy: 
0 9: * х? 


0 


i d T» 
Ker dw (7-4, 2,..., п—1) 


si alegind valorile funcţiei de sub semnul integrală їп virfurile din 
dreapta ale acestor pátrate. 

3902. Sá se construiascá suma integralá inferioará S si suma 
integrală superioară S pentrü funcţia f(x, y)—x? + y? în domeniul 
lzxz2,lzyz3, divizind acest domeniu în dreptunghiuri prin 
dreptele 


a 


3908. | dy їе sin? e dr. 


oc 


. 8909. Sá se demonstreze egalitatea 


A B 
(хх) Y 09) dx dy = V Х(х)ах.\ Y 0) ay, 
R a b 
acá R este dreptunghiul: 
azxzA, bzyzB. 
3910. Sà se calculeze 


i 2j ӨР 
х1 зү» У=1+ (i, 7-0, 1,..., п). 


Care sint valorile limitelor acestor sume pentru z— co? 
3903. Să se calculeze valoarea apropiată a integralei 


dx dy 
$$ ү24--х24-у2 ' 
х2--97г225 
aproximind domeniul de integrare printr-un sistem de pătrate înscrise, 
ale căror virfuri A; sînt situate în puncte avînd coordonatele nu 
mere întregi şi alegînd valorile funcţiei de sub semnul integrală în - 
virfurile acestor pătrate care sint mai depărtate de originea , coor- - 
donatelor. Să se compare rezultatul obţinut cu valoarea exactă a 
acestei integrale. 
3904, Să se calculeze valoarea apropiată a. integralei 


UE x3 y d$, 


Ly 


E! B 


1= LIN y) dy, 


Р(х, у) = Е (% у). 


3911. Fie f(x) o funcţie continuă in intervalul azxzb. Să 
se demonstreze inegalitatea 


= 


b 2 
[$769 ах] 06а) V 720) dx, 


a 


inde semnul egal are loc numai dacă f (х) = сопзі. 
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Indicatie. Se va considera integrala Sà se schimbe ordinea de integrare în următoarele integrale : 


b b 2 2x 
je ure - ront ay. - 3924. f dx V ftx, y)dy. 
a a p x 
3912. Ce semn au integralele: : {, Т ( T 
: 3925. \ dx f(x, y)dy. 3927. \ ах f(x, у) dy. 
?-Ly?) dx dy; К ЛЕ 
RUNE инн net d 008 eya 
L : Р VE 
туа d С К arcsin(x-+-y) dx dy? 1 2 
u ii сс xi—y!dx dy; 2 2-3 3926. fax | f(x, y) dy. - 3928. (ах | fo, y)dy. 
x 1 2-х 
3913. Să se afle valoarea medie a funcției : й 
| 2а Vx } £^ 
/ (х, y)- si? x sin? y #3929. V dx V fe y)dy (a0). Lo 
în pătratul: б хт, OLYLT. 0 удах? DE cauti 1 
3914: Folosind teorema mediei, sá se evalueze integrala б. ша е. ud 
+ 3930. ja {ло у) dy. 3931. fax јлл 


[= Lo dxdy — 
f | 100-+ cos? x--cos?y ` 


їх у 110 
3915. Să se айе valoarea medie a pătratului distanței unui 
punct de pe cercul (x—a) Hy—bYzR* la originea coordonatelor. 
Să se pună in problemele 3916-3922 limitele de integrare la: 


integrala dublă y f(x, y) dx dy într-o ordine arbitrară pentru do- 


Să se calculeze următoarele integrale: |" . 
3932. 1| хугахау, dacá domeniul 9 este limitat de parabola 
о 


=2рх si de dreapta х= L (p>0). 
13933. (122 (а»0), dacă domeniul 9 este limitat de 

meniile indicate 9. o Ї2а-х 
- 3916. Q este triunghiul cu virfurile О (0, 0), A(1, 0) BG, 1). 
E 3917. 9 este triunghiul cu virfurile O(0, 0), A(2, 1), B(—2, 1). 
m гэ Q este trapezul cu virfurile O(0, 0), A(1, 0), В(1, 2), 


: cul de cerc cel mai scurt care are centrul în punctul (a, a) şi 
a a (tangent la axele de coordonate), şi de axele de coordo- 
te. 


3934. $$ |xyidxdy, dacă © este cercul de rază a cu centrul 


3919. Q este cercul х2--у <1. на i 
1 
3920. Q este cercul xy? y. “în ч coordonatelor. 
. 3921. 9 este segmentul de parabolă limitat de curbele y-x? -3935. ffei dxdy, dacă & este paralelogramul cu iatu- 
syel, le y X, y- х+а, y=a şi y—3a (a>0). 


3922. © este coroana circulară 1 <x?+ y?274. 


3923. Să se demonstreze formula lui Dirichlet 3936. ра, dacá 9 este limitat de аха absciselor si de 


ima buclă. a cicloidei 
x=—a (t—sinf), у=а (1—cost) (0221 £27). 


a 


f dx | f(x, ») dy= Yay yr s y)dx (a0). 
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ііі 


Să se treacă, prin intermediul relaţiilor х= r cos Ф, Y=rsin 
la coordonatele polare r, Ф in integrala dublă 


s f(x, y) dx dy, 


punind si limitele de integrare, dacá: 

3937. Q este cercul х2--у2 2203, 

3938. Q este cercul x?--y? ах» (a0). 
3939. 9 este coroana circulară a? <x?+ j? 222, 
3940. 9 este triunghiul 0 xz; irc 


Să se înlocuiască, folosind coordonatele polare, integralele 
e prin integrale simple, în următoarele exemple: 


3951, VS Ey dx ay. 


х?+у? 1 


3952. VV £(V327>2)dx dy, ende 9— (yl Zizi; 151221 
Q 


3953. 1| F(Z) dx dy. 


rex 


Să se calculeze, trecind la RES polare, următoarele in- 
orale duble: - х. 
3941. 9 este segmentul parabolic —a Ха; = а уа. dA 
3954. 1! 24у? dx dy. 
3942. In ce caz obţinem, după trecerea la satin Polare, 


| Keya? р, 
limite de integrare constante? D Эрт 
Să se treacá la coordonatele polare r şi $, punind x—rcosg y 3955. $$ sin Vx? y? dx dy. 
şi p=r sing, şi să se scrie limitele de шеша într-o ordine sau atexteytmAgt 


alta în urmatoarele integrale : 


3958. Sistemul de funcții 
3943. Vas f(x, y) dy. 


u= £, о=} ху 


1 үгэ transformă pătratul S{a<x<a+h, b<y<b+h}, (a>0, 020) in 
3944. (ах л f(x, y) dy. meniul S'. Sá se găsească raportul dintre aria domeniului S' si 

EFT PK i a domeniului S. Care este limita acestui raport pentru /rI40? 
3947. y) f(x, у) ахау, unde domeniul © este limitat de curba Să se introducă in locul lui x si y variabilele п Si v şi să 


se determine limitele de integrare în următoarele integrale dubles 
н . 


Quy — а (xy) (х0). 


Ргеѕирипіпа cà r si р sint coordonate polare, să se schimb 


3957. 131 fix, y)dy (0<а<Ь; шан dacă 
ordinea de шеше in urmátoarele integrale: 


B а cos 9 


3948. LE. ‚ { fie ndr. (a0). 


2477 ээх = 


. 3958. {ах f Р(х, y)dy, dacă u=x+y, ше, 


0 1—х 


d 


a Y sin 2g 
de $ Fl ndr (а»д, . 


v 


е : 3959. Ww fix, y) dx dy, unde domeniul © este limitat de curbele 
x+ Vy=Va, x=0, у-0 (a>0), dacă 


x=ucóstv, y-usinio. E * 


— Cuiegere de probleme si exerciţii de analiză matematică 


De Dima 


D 
3 
LI 


fe ndr (0«a«2z). 
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3960. 54 se arate cá schimbarea de variabile 


х+у=&, y=En d 
transformă triunghiul Ozx.—1, 02у21-х în pătratul шид 1, х+у= 
0ztzl, 0.017.271. : 

—— 3961. Pentru ce transformare de variabile trece patrulatg, 
curbiliniu limitat de curbele xy— 1, xy—2, x—y--1—0, x—y— 
(x20, у2>0), într-un dreptunghi ale cărui laturi sint paralele | 


xty 


axele de coordonate? | M r. do dx dy. 
54756 reducă integralele duble de mai jos Ја integrale simp хул 
efectuînd schimbări de variabile corespunzătoare : $$ ТУ? | dx dy. 
IEAS 


3962. VV у(х+у)ахау. 


ЧР Să se calculeze integralele următoarelor funcţii discontinue : 


974. M sgn (x?— y?4-2) dx dy. 


Xs 


3983. VV /(ах--бу--с) ахау (а2+0250). 


AY 3 x 
.3975. (| [x+y]dxdy. 3976. $$ VDZ ахау. 
3964. 1! /(ху) ахау, unde domeniul 9 este limitat de сше (esi 2594 : 
а 


ху=1, ху=2, у=х, у=4х (x50, y»0). 


3965. 112252 dx dy, unde domeniul 9 este limitat de curba M х”у" dx dy==0, 
Q- * 


х®+уҗа® 


x? yt xy. 
Sá se calculeze următoarele integrale duble : 


зөв. $ (314904. 


m şi n sint numere întregi pozitive şi dacă cel puţin unul din 
este impar. Р 
3978. Să se găsească 


lim 2, M f (x, y) dx dy, 


i 0+0 TP А 
i Xy 


ІЕЗЫ ЕЕ 


. 3967. 1— Y dy dy, unde domeniul 9 este limitat de] 
T. WV ab Т " e f(x, y) este o functie continui. 
T | 3979. Să se calculeze F'(f), dacă 


Р yo 
elipsa == +g =1. 


E t 
/ ЕЮ-1| e dxdy. 
X осу 


3968. (| (х24-у2) ахау. 


ху 
* 8969. 11152271: dy, unde domeniul 9 este limitat de curbi 


$ = Q 
т y!-—2X, х+у=4, х--у--12, 


syst 


:3930. Sá se calculeze Р (2), dacă 


F(- — f$  |дту#ахау. 
(02407021 
> | 
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3931. Să se calculeze F'(f), dacă 
F= VS fe ndxdy (20. 


iy 


3989. (х2--у2) —a(8—3xy?) (a0). 
39904 (Q--y*)—8a?xy ;x—a)--(y—ay2za? (20). 
Trecind prin intermediül formulelor - 255 


3982. Sá se demonstreze că dacă f(x, у) este continuă, funci Xa coste, y=brsing — (720) 
xo x+y coordonatelele polare generalizate г, c, unde а, b si = sînt nişte 
а(х, у)= 20а | Ле, т dn nstante convenabil alese si MI : = aabr С089-1 ф sin*-! o, să se 
vai еспайа O иту culeze ariile limitate de următoarele curbe (se consideră că 
eu eu ametrii sint pozitivi) : 
ox? ENS =/(х, y). 


2. Жуу 
3991. 2+ = 540. 


399294, +- 05. 28 IL; х-0, уед. 
X ё 2 

3993. (2.-2|]- £X (0 у>). 
* Ч 2 2 

3004, (£.-2] 3 — 3. (хъо, у>0). 

1 dicm Жас 

3995. \& TN =1; х=0, у—0. 


Fácind о schimbare de variabile convenabilă, să se calculeze 
ariile mărginite de curbele : 


3983. Să presupunem că liniile de nivel ale funcției f(x,y). 
sînt curbe simple, închise şi că domeniul 5 (vi, v») este limitat de 
curbele f(x, y)=u, si f(x, у) = vs. : 

Sá se demonstreze cá 


Us 


| | f(x, y)dxdy= (оР (v) do, 
S (0, Ve) ш 


unde F(v) este aria limitată de curbele f(x, y)=v; si /(х,у)=р. 3 


Indicatie. Se va descompune domeniul de integrare in párti cuprinse 
între curbe de nivel infinit apropiate ale funcției f (x, y). : 


.. 8998. x--y—a, х--у--ф, y=ax, у= (0<a<b; 0<a<p). 
| y 3997. ху--а2, ху--202, у--х, у=2х (x50; у>0). 
. 9998, y?—2px, y?*—2qx, х2--2гу, х2--28у (0 p«q;O0«r« s). 


$ 2. Calculul ariilor 


Aria domeniului S, situat în planul Oxy, este dată de formula 


sno. зэв. [zo 28 
S ex" зар! 
Să se calculeze aria limitată de ürmátoarele curbe : "w^ b? 4 m (420, 57-0). 
S pm rra D) tr ct ~- А 
р 2 ae Ju = E | 
pr 3984. oe. xy ză Ком 4900. Z4 Pal unde A ia următoarele valori: 4.8: 


» 3985. y?—2px--p*, уд---24х4-42 (00. 420) 3 
y» 8986. (x—y) +x?=a? (a>0). 5 : 
^ Să se caiculeze, trecînd la coordonate. polare,-ariile limitate d 
următoarele curbe : 4 M c pd 2 
3987. (+y -2a? (9—y?); _ xt yt 
l/3o88. (х2--у9)-32--у3, x0, уб; 7 


|2, 4 е2; 5ш (x>0; y>0). 
- 4001. Să se calculeze aria limitată de elipsa 


(a5x2- by +a) laxy - c; = 1, 
2—а10,—а,0, #0. 


Em. 
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e : ж. > x H 2 
4002. Sà se calculeze aria limitatá de elipsele xu + 52.2 d: Să se deseneze corpul al cărui volum este egal cu 
^u 
а Р x? 2 Ё integrala 
—C? (и=щ, us) şi de hiperbolele Sa us = (v—u, v) 1 1-х К ; 


V= {ах | (х2- y?) ау. = 
(0<u<u2; 0v <v; x>0, y>0). ò ò 
4006. Să se reprezinte corpurile ale căror volume sînt date de 
urmátoarele integrale duble : 


a) ( { (х+у) dx dy; 


О2х+у1 
х220, уљо 


Іпаіса іе. Vom pune " 
x=cchucosv, y=c¢ sh usinv. 


4003. Sá se calculeze aria secțiunii suprafeței « 
x?--y?-- z2—xy —xz —yz =Q? 
prin planul x4-y4- z— b. 


4004. Să se calculeze aria secțiunii suprafeței TtT 
EPE RENE, с) {0 (хуз) ахау; е) {0 (хуахау: 
х у z lol lexc? 
—ÀÓ х‹у&2х 
rin planul z— 1—2 (x+y). d /x3-E y? dx dy; UM ска 
prin p «+» MR y dx dy р sin удха 
х2--у 1 А 


$ 3. Calculul volumelor Să se calculeze volumele corpurilor mărginite de următoarele 


„suprafețe : " 8 
F 4007. 2--1--х- 82) 2 0, х+у=1, х--0, y-0. 
х 4008: х+ут2—а, x* ty! - R^, x-0; 3-9 2 z= -0 (a. ҮЭ), 
4009. 2 уб, у=, у=1, 2—0. t 


p 40107 £—cosxcosy, 2-0, [X T» [Z 3, |Х--у|г 


Volumul cilindroidului limitat sus de suprafata continuă z=f (x,y), jos, 
de planul z=0 şi lateral de o suprafață cilindrică dreaptă care intersectează | 


: p 4011. z=sin р. z= 0, pix, у=0, х= 
4012. Е--ху, Х--у--2-1, z-0. 


E se calculeze, trecind la coordonate polare, volumele cor- 
-purilor mărginite de următoarele suprafeţe : 


4013. 22--ху, x?2-y?—a?. ` 
о 4014. z—x--y, (x2-- y2y 2ху, 2=0 (x>0, y>0). 

4015. z— xy, DE vrai “х2--у?--2х, 2—0. ———————————- 
o 4016. х-ы pe Us х Ty xe |х| (а 0). 
„04017. x?+y?—az=0, (x?4- yY а(х? y?, 2=0 (a-0) 

(4018. z-—g-G». z=0, b căii di = 


Fig. 14 


planul Oxy după domeniul a cărui arie există (fig. 14), este egal cu 


- f NS y) dx dy. 


о 
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VE e 4. Calculul ariilor suprafețelor 
4019. z—ccos SEAT , X24-y2== 02, a 3 pus 
РА Ё 1°. Cazul cînd suprafața este dată sub forma ехріі- 
y=xiga, y-—xigp (0zca<fzr2n). » й. Aria unei suprafețe sirimBe netede z—z (х, у) este dată de integrala 


4020. z—x?-- y?, z=x+y. 


"Sá se calculeze volumele corpurilor mărginite de următoarele 1 
suprafete p presupune cá parametrii sint pozitivi) : 


s- Se 8) =] + FILI 


1 mde о este proiecția suprafeței date pe planul Оху. 

4 ыг Cazul cînd suprafața este dată sub forma para- 
metrică. Dacă ecuația suprafeței este dată sub forma parametrică : 
xzx(uv) узу(ц,0) 2=2(1,0), 


mde (u,v) Со şi o este un domeniu mărginit, închis si carabil, atunci, pre- 
A supunînd că functiile x, y şi z sint continuu derivabile în domeniul 9, avem 
| озго formulă pentru aria suprafeței: 


8-1|/80-Р —F? du dv, 
[*] 


4021. -L-L-uQX.X-5  (-9. 


ав. fee ИГУ 
«m наа (еи. °- «(8 р 


p.9X80x ү дуду, 9202. 


4927. z?—xy, scum x+y=b (0<a<b). ey oy 
ET] GV дидо ди 907 


4028. z —x?4- y?, ху--ад, xy —2a?, у= 5 » у==2х. 


* 4938. Sá se calculeze aria porțiunii suprafeței az — xy, cuprinsă 

interiorul cilindrului x?--y?— a?. 

4337. Să se calculeze aria suprafeţei corpului mărginit de su- 

: "Jprafetele x?--2?—a?, y?--z?— a?. 
(бешер; бо) |. 4033. Să se us Ww aria sferei x?-- y?--z?— a?, cuprinsă in 
interiorul cilindrului 22 х9 i (ba). 

| 4939. Să se olt aria suprafeţei 22--2ху, cuprinsă între 
iplanele x--y—1, x—0, y—0. 

4040. Sá se calculeze aria suprafeţei x?--y?--2?— a?, situată 
in exteriorul cilindrilor x?-- y?— +ах (problema lui Viviani). 

Г 4041. Sá se.calculeze aria di xui z=V x?2-y?, situată in 

riorul cilindrului х24-у2= 2x. : 

. 4042, Să se calculeze aria suprafeţei z— Yx2—y2, situată in. 

iteriorul cilindrului (x?4-y2)^— a? (x2—y?). Зи 


4029, z—xy, х2--у, хд--2у, ух, уд--2х, 
4030. z—csin 527, 2—0, xy=a2, у--ах, у-- х 


= — 


= 


3 
4031. z-x* -y?, 2-0, x+y=1, x-0, y-0. 


|» 


үз 3 
4032, 3 32 „(2 + (2) = 
4033. z carctg > сэ» Z= =0, Y х?з F= а arctg Z (a0). 


4034. E ZE 49 24 0, yet, 0 (п 


най [= * Эн ЗГ Lx 0, у-0, z=0 (п>0, т>0). 


410 INTEGRALE MULTIPLE ŞI INTEGRALE CURBILINII APLICAŢIILE INTEGRALELOR DUBLE IN MECANICA 
ic o i o d rii i A IE C T 
1 Punind în formulele (2) г=1, obținem momentele de inerție geometrice 


e unei figuri plane. 
4051. Să se afle masa plăcii pătrate de latură a, dacă densi- 

tea plăcii este proporţională în fiecare punct cu distanța acestui 

unct la unul din virfurile pătratului şi este egală cu pọ în centrul 

ătratului. 

Să se calculeze coordonatele centrelor de greutate ale plăcilor 

mogene limitate de următoarele curbe: 


4052. ay—x?, х--у-2а (а>0). 
4053. l'x-l'y—l'a, х=0, у=0. 
2 2 2 


4043. Să se calculeze aria suprafeţei ge (х2 — у?) cuprinsă 
între planele x —y— +1, x+y= +1. ? 
- 4044. Să se calculeze aria suprafeței x?--y?—2az, situată i 


interiorul cilindrului (x24- y2} — 2a? xy. 
" 4045. Să se calculeze aria suprafeţei х2--)2--а2 cuprinsă între 
planele x4-z—0, x—z=0 (x0, y>0). 
4046. Să se calculeze aria şi volumul corpului mărginit de 
suprafeţele x2--y2 = 4 2°, х+у+®=2а (a>0). 
4047. Să se calculeze aria porțiunii de sferă cuprinsă între 
două paralele şi două meridiane. 
4048. Să se calculeze aria porțiunii de elicoid 
x=rcose, y=rsine, z—/«, unde б<г<а, 0<ф<2т. 

X 4049. Să se calculeze aria porțiunii de tor 
х=(0+-а соѕ р) соѕс, y-(b--acosw)sing, z-—asinw 
(0-14:20), cuprinsă între meridianele ==, v = Ф, şi paralelele 

=з, yo vs 


4054. x? p y3 La (x>0, y>0). 
4055. (Z--- il- ын 


4056. (х24-у2--24 ху (х>0, y>0). 

4057. г--а(1--со89Ф), Ф--0. 

4058. x—a(t—sinf), у--а(1-с08() (0:4:228) y-0. 
Care este aria întregului tor? - . 4059. Să se determine coordonatele centrului de greutate al 
4050. Să se calculeze unghiul solid о sub care se vede, din | plăcii circulare х2--у22202, dacă densitatea ei in punctul M(x,y) 

originea coordonatelor, dreptunghiul x=a>0, 02,200, Oz, ] este proporţională cu distanța punctului M la punctul A (a, 0). 

Să se deducá o formulă aproximativă pentru o, dacă a este ] 4060. Să se determine curba pe care o descrie centrul de 
mare. greutate al unei arii variabile limitată de curbele 

$ 5. Aplicațiile integralelor duble în mecanică у—|}2рх, y=0, x=ă. 
Să se calculeze momentele de inerție /, şi /,, în raport cu axele 

„de coordonate Ox şi Oy, ale ariilor (p— 1) limitate de următoarele 


1°. Centru de greutate. Dacă xo si yo sint coordonatele centrului 
| curbe: 


de greutate al plăcii e din planul Оху şi dacă p=p (x, y) este densitatea plăcii, 


atunci : 
1 Ў 2 def ш а = 
x= A oras am V = ai fer axa, (1) 4061. bi * ft =1, b, ! h 1, у--0(0,220, 05290, 17-0). 
о о 


xa). 


4062. (x—aj'-(y—af—a2, x=0, y=0 (022 
' 4063. r=a(l+cosg). ` 

4064. х1--у!--а2(х2--у2), 

4065. xy—-ad?, xy=2@, х--2у, 2x—y(x-0, y>0). 
. 4066. Sá se calculeze momentul polar 


ь-1 (x?2- y?) dx dy 


unde M = odxdy este masa plăcii; 
Q 


Dacă placa este omogenă, putem lua în formulele (1) г=1. 

2. Momente de inerție. Momentele de inerție Iy si 1, ale plăcii o 
din planul Oxy, în raport cu axele de coordonate Ox si Oy, se exprimă prin 
formulele 


00 озах, 1, (ахау, (2) 
a 9 


unde 2==р (х, у) este densitatea plăcii. 
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———————————— 


al ariei S, mărginită de curba 
(хура? (х2—у5). 
4067. Sá se demonstreze formula 
Tj =t 5@, 


unde 1, 4, sint momentele de inerție ale ariei S în rapori cu două 
axe paralele 1 şi lp dintre care lo trece prin centrul de greutate 
al ariei, iar d este distanța dintre aceste două axe. 

4268. Să se demonstreze că momentul de inerție al ariei S în 
raport cu o dreaptă care trece prin centrul de greutate О (0,0) si 
face un unghi а cu аха Ox, este egal cu 


I= 1; cos? а — 21, sin « cos «+ Iy sin? a, 


unde /, şi Z, sînt momentele de inerție ale ariei S în raport cu 
axele Ox si Oy, iar Ix, este momentul de inerție centrifugal : 


1ху= M exy dx dy. 
S 
4069. Să se calculeze momentul de inerție al triunghiului echi- 
lateral de latură a în raport cu dreapta care trece prin centrul de 
greutate al triunghiului şi care face un unghi a cu înălţimea lui. 
477). Sá se determine forța datorită presunii apei care se exer- 


сій pe peretele lateral х:-.0 al vasului cilindric x?4-y?—a?, 2-0, 


dacă nivelul apei este z=/. 

4071. O sferă de rază a este cufundatá într-un lichid de den- 
sitate constantă д, la o adincime / (măsurată de la centrul sferei), 
unde гъа. Să se găsească forța care se exercită pe porţiunea su- 
perioară şi pe porţiunea inferioară a suprafeţei sferei, datorită pre- 
siunii lichidului. 

4072. Un cilindru circular drept avînd raza bazei a şi înăl- 
țimea b este cufundat în întregime într-un lichid de densitate 2 in 
aşa fel, încît centrul său se айа la adîncimea h sub nivelul apei, 
iar axa sa formează un unghi « cu verticala. Să se determine forța 
care se exercită pe baza inferioară şi pe baza superioară a cilin- 
drului datorită presiunii lichidului. Й 

4313. Să se determine forța de atracţie pe care о exercită 


cilindrul omogen x?-- y?z^a?, O<z<h, asupra punctului material, 


P(0,0,5), dacă masa cilindrului este egală cu М şi masa punctu 
lui este egală cu т. 


]i«cc o. 
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Pe Distribuţia presiunii unui corp pe suprafața de strivire 


x? 2 
а el 


x 2 2 
ste datá de formula p— p, 1-2-8). 
m se determine presiunea medie a corpului pe această su- 
4975. О pajişte avind forma unui dre i i i 

O paji ptunghi cu laturile a şi b 
ste acoperită uniform cu fin cosit cu densitatea egalá cu podio 
are este lucrul mecanic minim ре care trebuie să-l efectuám pen- 
ua stringe tot finu în centrul pajiştei, dacă lucrul de 
ransport al greutăţii de Р kg la distanţa г este egală cu kPr (0< 


8 6. Integrale triple 


1°. Calculul direct al unei integrale triple. Dacă func- 


a f(x,y,z) este continuă, i i init, fi ЫН n 
rmitoardle inegalităţi: „ lar domeniul V este mărginit, fiind definit prin 


хахах» у (х) уау (х), 2; (X, EZEZ (X, у), 


unde у; (X), y» (X), 24 (х, у), 25 (х,у) sint funcţii continue, atunci i i 
‚ Уз »у». , t , atunci int - 
рій a funcției f (x, y, 2), extinsă la domeniul V, poate fi calculată eda 


Ww (х,у, 2) dx dy dz ^ ea ji » (х, у, 2) dz. 
Та хі XO) nOn 


Uneori este mai comod sá folosim formula 


Xa 


M « (x, y, z) dx dy dz= ( 21 NS y, 2) dy dz, 
| V х 80) 
nde S (x) este secțiunea domeniului V prin planul X—x. 
2*.Schimbarea variabilelor in inte i 
23 mbarea y 1 rala triplá. 
pea V mărginit, închis, al cărui volum există, din spațial PA x od 
rm cu ajutorul functiilor continuu derivabile x=x (п, v, W), y-y (4, D, и) 
yi v, ш) in domeniul V" din spațiul O'uuw, corespondența fiind Biunivocă, 
р (х,у, 2) 


— Dt, 0, w) 


йг 550 pentru (1, v, ш) EV’, 
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CE IC NINGE RR C C e яллаа 


atunci este valabilá formula 


0007 x ya dx ay az= 
ү 


= MITT: y (1, 0, ш), z (4, 0, w)) | J| du dv dw, 


yt 


Ca un caz particular avem: 1) sistemul dd coordonate cilindrich Ф, Г, h, unde 
х=гс05 Ф, y-rsino, 2-0 
D D(x, Y, 2) Y: 2) 


=r, 
Dir, e, h) 
4 2) sistemul dé leoni gn r, unde 


. х=г COS o COS 0, Y=r sin o COS ф, z—rsin o, 
$1 
D(x, у, 2) 
DT, e 9) 


Sá se calculeze urmátoarele integrale triple: 
4016. $$$ xy22%dx dy dz, unde domeniul V este limitat de 
V 
suprafeţele z—xy, y=x, Х--1, z=0. 
4977. Ї (| dx d), m unde domeniul V este limitat de su- 
(1--Х--у--2) 


zr? cos 0. 


у+2=1, х=0, у=0, z=0. 


prafetele x 
m | хугахау dz, unde domeniul V este limitat de su- 


407 
y, 
prafet е ху 21221, x=0, у=0, 2=0. 

4079. 111 5 4E dx dy dz, unde domeniul V este li- 


V 
mitat de suprafata 


- 


х2--у2--22, 2-1. 
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. Sá se scrie următoarele integrale triple, modificind in diverse 


oduri ordinea de integrare: 
1-х x+y 


4981. m { ау V уе, y, 2 dz. 
0 0 0 
1 үг 1 
4082. V ах | | fe» 2) 42. Р 
S Eos very: 
х2+у° 


0 0 
Să se înlocuiască următoarele integrale triple prin integrale 


imple : * 
x 


H n 

4084. {ае an FO 4(0. 
0 0 0 

4036. Sà se 


1 1 x+y 


4085. Vax ay $ f(2)dz, 
0 0 0 


calculeze 
B C 


A 
f ax f ay у(х, y, 2) dz, 
a b c 
cá f(x, y, 2 2)- F ЕЭ (x, y, 2), iar a, b, c, A, B, C sint constante. 
Să se calculeze, trecînd la coordonate sferice, integralele : 
(4987. 1) |242 +22 ахау dz, unde domeniul Veste limitat 


Suprafaţa x?-- y?-- z2— z. 
1 vize үр» 


| 4088, {ах f dy { 22 dz. 
0 0 


үес» 
4089. Să se treacă la coordonate sferice in integrala 


ууу 21у? + 22) dx dy dz, 


» 
meniul V. fiind "limitat de suprafeţele z=x2-+-y?, х= xele 


0. Efectuind o transformare de variabile corespunzătoare, 
e calculeze integrala triplă 


1 pere 


de V este interiorul elip soidulii À E S d Гэ НӨ” Zy =l, 


| 
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A5. Sá se calculeze, trecind la coordonate cilindrice, integra 


f ( n (24 y?) dx dy dz, 
i 


unde domeniul V este limitat de suprafețele x?--y?— 22, 2--2, 


4092. Să se caiculeze integrala 
$$$ x? dx dy dz, 
V 


unde domeniul V este limitat de suprafețele z=:ay2, z— 5y?, у>0, 


(0-2а-20), z=ax, 2= 6х (9e), z=h (020). 


4003. Sá se calculeze integrala | ( f xyz ах dy dz, unde dome. 


niul V este situat în octantul x>0, y>0, 2-0, limitat de supra- _ 


feţele : 


x ху=а?, xy=b2, у--ох, у--Ё х 


XO-acb; 0-8: 0<m=n). 


.4094. Sá se aile valoarea medie a functiei 
f (e, y, 2) --х2--у2--22 


în domeniul x?--y?--22z7x 4- y -z. 
4095. Sá se afle valoarea medie a funcției 
|# уе 
a e 


P y, 2)=е ets 


è 2 
în domeniul 25 + +3 


4996. Folosind teorema mediei, să se evalueze integrala 


f | ( dxdydz 00000) 
m - „Гаа +0 +(0= un 


хуу R* 


unde a2--p?-L R. 


CALCULUL VOLUMELOR CU AJUTORUL INTEGRALELOR TRIPLE 


4097. Sá se demonstreze cà dacă funcţia f(x, y, 2) este con- 
ă în domeniul V şi 


MEC y, 2) dx dy dz—0, 


ricare ar îi domeniul oC V, atunci f(x, y, 2)=0 pentru (x, у, z)£ V. 


4098. Să se calculeze F'(f), dacă: 
a) F= $ $ f Ў (x2-+ y2--22) dx dy аг, 


х --уг-2ай 
nde f f este o funcţie derivabilă ; 
b) F(= еә dx dy dz, 


у 
02220 


de f este o funcție derivabilă. 
4099. Să se calculeze 


| | ( x" y'z^dx dy dz, 


х2--у 521 


de m, n şi p sînt numere întregi nenegative. 
4100. Să se calculeze integrala lui Dirichlet 


| ayer (1—x—y-—zy dx dy dz 
i 


(p>0, 4-0, r>0, 820), 


(шае domeniul V este limitat de planele dă dl a e х=0, у=0, 


0, punind 
x+y +z=č; у+2= 8 z=% 
§ 7. Calculul volumelor cu ajutorul integralelor triple 


Volumul domeniului V se exprimă prin formula 


= {{ Y dx dy az. 


Culegere de probleme si exerciții de analiză matematică 
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Să se calculeze volumele corpurilor limitate de următoarele 


ам. S 4. X 
suprafete : = 4 * ta 


á 24y, z=2x?+2y? 2 
04101) z=x2+y, 2--2х24-2)8, y=x, y-x*. aisi (ds 38 
4102. 2--х--у, 2 Xy, х+у=1, х=0, у=0. 
41038. х2--22--02, x--y— На, х—у= ta. Să se calculeze, folosind о schimbare de variabile convenabilă, 


4104. az—x?4-y*, z= Vx? + y? (a>0). 

4105. az —a?—x?—y?, z—a—x—y, Х--0, y=0, z—0, (0:-0, 

44106, z=6—x2—y2, z= х2 у?. 

"Trecind la coordonate sferice sau cilindrice, sá se calculeze 

volumele limitate de următoarele suprafeţe: 
4107. х2--у2-н22--2ах, x*-y*zz*. 

~ 4108. (?4- d pe MEN 

4109. (х24-у2--22) =3ху2. 
"4010. х2--у24-22--02,  х2--у)--22-2, x+y (230) 


olumele corpurilor limitate de următoarele suprafețe (în ipo 
arametrii iau valori pozitive) : аы 


х 
a. (2+2 2) (20, y>0, 220). 


х у zi 
4117. (2 Ын iE = 202 (x-0,y-0, z>0). 
? 2 
4118. [т + i) + (4) -1 (x20, у>0, 20). 
4119. z—x?-4- y?, z—2 (x?-- y?), ху=а?, xy —2a?, x—-2y, 2х=у 


(0<a<b). (х>0, y>0). 
2 эн 
їп exemplele următoare este indicat să se intrebuinfeze coordonatele 4120. x2+22=a2, А, x?—y?—z7?—0 (x-0). 
polare generalizate | .----- 4121. G2 y? L 223 al 22 . 
E 19 [rs0:02o22::— 5 49e da ++) app 
T, о S ф |7205 04 рг 405 лаар E 
2 
care sint date de formulele ` "ЭГ А == F 2 
2 2 2727 
х= ar cos? соз? y, | 4122 3 а - 0f 
y = br sin“ o cos? y, | 4-0 
à a 
z-crsinP à aB: ci x arcsin | 2221. 5+5=1, 
ба, b, с, a, 8 fiind constante), gt De 
D(x, у, 2) 0, х=а 
PULS = gaber? cos?! c sin?! e сов 971 y sin?! g. х у 
D x ТЭРЭ, 
4124. | inc 5 = cy р e 
Să'se calculeze volumele corpurilor limitate de suprafeţele: . ci ЖУ ‚ х=0, 2=0, 5t =0, 
b 
х? y? гү _ Ж. pu z_ 
A111. lat Саа) -1 У fll 


4125. In ce raport este împărţit volumul sferei х2--)2--22-- 
e suprafaţa x2--y2+az= 4а? ЭР pds ёс сайныг 


4126. Să se afle volumul si aria corptilui limitat de suprafețele 
?ly^—az, 2--20-- Vary (a>0). 


ce 


= 4112 [++ аа Ё` 


/ riž s t. 
A AB аттат gig: 
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4127. Să se calculeze volumul paralelipipedului limitat q 3°. Momente de inerție. Numim momente de inerție ale unui 
planele rp in rapori cu planele de coordonate, integralele 


ax--by-- ez +h, 0-1, 2, 3), 


"€ Io M Geza ay az, 1, -1|(меахауаг, L, -1| ( eye ax ay az. 
[а 5: t У і Y 
A=| а 0 б, (240. Numim moment de inerție al unui corp în raport cu o axă oarecare 1, 
| a cm 2 : tegrala 
аз ӧз C3 


4128. Să se calculeze volumul corpului limitat де suprafața 


(арх buy +62) lax Hby caz) + (азс + Вау сз2) = 0, 
даса 


1-1 | fere dx dy dz, 
Y 


unde r este distanța punctului curent al corpului (x, 


у, 2) la аха l. In par- 
ticular, avem pentru axele de coordonate Ox, Oy, 


Oz respectiv : 
а b 0 BmBhythe [yb 1=1 lay 
А=|а, 05 Ca 720 Numim moment de inerție al unui corp în raport си originea coordona- 
аз ӧз C3 telor, integrala 


4129. Să se calculeze volumul corpului limitat de suprafaţa 
[2,26 25 (2 pp i 
Р I-A (n 3: 


á i situat in octantul 
30. Să se calculeze volumul corpului si 
б ct y>0, z70) limitat de suprafeţele : 


х" e 0), х=0, у--0, z=0. 
Del (n0, n>0, p»0), х--0, y 


5-1 | f p QS - y? +22) dx dy dz, 
y 


Io = Try pat lee. 


4. Potențialul cîmpului gravitic. Numim potențial newto- 
n al unui corp în punctul P (x, y, z), integrala 


де i ică а(х, y, 2o {фы s, ERE 
5 8. Aplicațiile integralelor triple în mecanică uem Qf егт 


i á lumul V şi о-50(Х,),2) 
е nui corp. Dacă un corp ocupă vol! 
este Е Jui în punctul (x, у, z), masa acestui corp este egalá cu 


иж! аман 


fiind volumul corpului, р=р (Е, т» ©) — densitatea corpului, si 


гоу а), 


Un punct material de masá т este atras de un corp cu o forță ale cărei ` 
proiectii X, Y, Z pe axele de coordonate Ox, Oy, Oz sint: 


ди 


і Coordonatele centru- 
g ] de greutate al unui corp. 
` dui унэн ба Yo 5 al unui corp se calculează după formulele 


xor exteras Xen ин 

Mos 

m = LA (зас, . d) Y=k y mem ana, Р, 
zi | t— 

scd perennes а аа бта Э 


Dacă corpul este omogen, putem pune în formulele (1) 2=1. е К este constanta atracției gravitaționale. 
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4131. Să se afle masa corpului care ocupă volumul unitate 
020х221, 0.29.1, 0.727 1, dacă densitatea acestui corp in 


punctul M (x, у, 2) este dată de formula р=х--у-+2. 

4132. Să se afle masa corpului -ocupînd domeniul infinit 
xi-yi--z?2l.1, dacă densitatea lui variază după legea р-- 
= poe VARY. unde рог>0 şi 0-0 sînt constante. 

Să se calculeze coordonatele centrelor de greutate ale corpu- 
rilor omogene mărginite de următoarele suprafețe : 

4133. £5 — 

227143 

4134. 

4135. х2=2р=, y?—2px, х 5, z=0. 


2 
a 


2--х2--у,, x--y-a, х=0, у=0, z=0. 


z=c, 


4136. 5 Yel, х=0, у--0, 2—0. 
4137. х2--22--а2, уд--22--а2 (220) 
4138. х2--у2--22, х+у=2. 
y 212 
изо. (itita mue 000 720, 220) 


4140. 
4141. 


а?у, 2-1 Фуз), х+у— ®1, х=у— £l 
xt yh 2" E - D 
XN CRT -1, х-0, y=0, 2=0 
(п>0, x>0, y>0, 220). 

4142. Să se determine coordonatele centrului de greutate al 

cubului definit de relaţiile 
0Ozxzi,0zyzi 0 

dacă densitatea sa în punctul (x, y, z) este egală cu: 

2a—1 2—1 2—4 
ре sy 11, 


unde O<a<1, 04821, OKY. — — 

Să se determine momentele de inerție în raport си planele de 
coordonate ale corpurilor omogene mărginite de următoarele supra- 
fete (parametrii sînt pozitivi): 


4143. 2--1--2-1, х-0, y=0, 2-0. 


zz, 
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4144. tatal 
№ у z 
4145. 2+5=3, z=c, 
Е х? py x. 
4146. жета! xg 
2 


x.» oz х,у 
4147. 5-22, 3.3. 


Să se determine momentele de inertie in raport cu аха Oz ale 
orpurilor omogene mărginite de suprafețele : 

4148. z—x?--y?, x+y= +1, x—y= +1, 2=0. 

4149. x?--y?4-22—2, x? -y? z? (20). 

4150. Să se calculeze momentul de inertie al sferei neomo- 
gene x^--y/--z;z-R^ de masă M în raport cu diametrul ei, dacă 
densitatea sferei in punctul curent P(x, y, z) este proporţională cu 
distanta acestui punct la centrul sferei. 

4151. Să se demonstreze egalitatea 


I,— lt Ма, 


unde 1, este momentul de inerție al corpului faţă de o axă oare- 
care 1, 1, este momentul de inerție față de axa l, paralelă cu / şi 
„care trece prin centrul de greutate al corpului, d este distanţa 
"între aceste axe, iar M este masa corpului. 

4152. Să se demonstreze că momentul de inerție al unui corp 
„de volum V, în raport cu axa /, care trece prin centrul sáu de 
greutate O(0, 0, 0) şi care face unghiurile а, B, т cu axele de 
coordonate, este egal cu: 

1/-4, cos? a.-- 1, cos? B+ Z, cos? —2K,,, cos a cos Б-- 


— 2K.., cos « cos 1—2K,, cos B cos 1, 


* 
| unde T obs; sînt momentele de inerție ale corpului în raport си 
axele de coordonate şi 


K, $ | f oxy dx dy az, K, =f $ fox dx dyaz, 
K,- eyz dx dy dz 


v 
înt momentele centrifugale. 
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4153. Să se calculeze momentul de inerție în raport cu dreap 
х=у=2 al cilindrului omogen x?+y? <0, z=+h, de densi- 
tatea po. 

4154. Să se calculeze momentul de inerție în raport cu оң 
ginea coordonatelor al corpului omogen de densitate p,, mărginit 
de suprafața : 


. 2. Cazul unei funcții discontinue. Dacă funcţia f (х, y) 
їе continuă peste tot in domeniul mărginit si închis о cu exceptia punc- 
ului P (a, b), atunci punem : 


Y fe, уудхау = lim »" fs уу dx dy, (2) 


unde U, este o s-vecinătate a punctului P, si în cazul cînd limita din 


membrul al doilea а! egalității (2) există vom spune cá integrala este conver- 
gentă; în caz contrar vom spune că integrală este divergentă, 


Presupunînd cá în vecinătatea punctului Р (a, b) este valabilă egalitatea 


(2--уг af (ey?) 
4155. Să se calculeze in punctul P(x, y, z) potențialul new. 


{ошап al sferei omogene 2230-2287 de densitate py. 
Indicatie, Vom admite cá аха Oc trece prin punctul P(x, y, 2). 


2g y) 
fo. у) m d 


valoarea absolută a funcției: (x, y) fiind cuprinsă între două numere рот 
(фет M şi r= Y а). (у—6)2, obținem că 1) pentru c «2 inte- 
grala (2) este convergentă; 2) pentru « > 2 integrala este divergentă. 
In mod analog se defineşte integrala improprie (2), dacă funcția f(x, y) 
are o linie de discontinuitate. 
Noțiunea de integrală improprie a unei funcții discontinue se extinde 
sor la cazul integralelor triple. 


4156. Să se calculeze în punctul P(x, y, z) potențialul 
newtonian al stratului sferic Rẹ E? + 124- 52.22 R2, dacă densi- 
tatea p—/(R), unde f este o funcţie cunoscută şi R—lE- Ez d 

4157. Să se calculeze în punctul Р (0, 0, z), potenţialul newto- 
nian al cilindrului £--v? 2202, 0 Z5 2 A, de densitate constantă Pai 3 

4158. Cu ce forță atrage sfera omogenă de rază R şi de 1 
masă M punctul material P(0, 0, a) de masă m? 4 

4159. Să se calculeze forţa de atracţie pe care o exercită - 
cilindrul omogen E^--7?27a?, 02 G2, de densitate pọ, asupra 
punctului P(0, 0, z) de masă unu. D 

4160. Sá se calculeze forţa cu care este atras, de sectorul 
sferic omogen, de densitate ро, un punct material de masă unu 


„Să se studieze convergenţa integralelor improprii cu domeniul 
de integrare infinit (0 < m |o (x, y) | Z M): 


4161. £03 dxay, 4162, 07, 
W pear О? M (14 Lx) (1-6 Dy 


Situat in vîrful acestuia, dacă raza sferei este egală си R, iar x+y >1 B 
unghiul secţiunii axiale a sectorului este egal cu 26. 4 14163. (| e Gs y) TN 
0sysi сте 
8 9. Integrale dubie si triple improprii T m 
4164. (| -2 уг 0»0, 220) 
1. Cazul unui domeniu infinit. Dacă domeniul bidimen- к зї Ix Py 
ional о nu este mărginit si funcția f(x, y) este continuă în Q, punem prin 22 . 
definitie . 4165. W SmxSm dy, 
av d : 5 Gy? ЫГ” 
$$r (x, y) dx dy= lim fe (х, x) dx dy, ad) xii 
g пэ c о; : 


4166. Sá se demonstreze cá dacă funcția continuă f(x, y) 
te nenegativă si Sn (n—1, 2,...) este un şir oarecare de domenii 


hise si márginite care epuizeazá domeniul S, atunci 


Wes y) dx dy- lim V res. ddp, 


unde 9, este un sir arbitrar de domenii márginite inchise si carabile, a căror 
reuniune este egală cu domeniul о. Dacă limita din membrul al doilea există 
și este independentă de alegerea șirului 9,, vom spune că integrala respecti 
este convergentă ; în caz contrar vom spune că integrala este divergentă, 

In mod analog se definește integrala triplă improprie a unei funcții com 
tinue, extinsă la un domeniu tridimensional nemárginit, 
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unde membrul întîi are sau nu are sens, după cum limita din 
membrul al doilea există sau nu există. : 


4167. Să se arate că 


lim V sin (+y?) dx dy. 


пэ 90 | х jsn 
Г Ту «л 
in timp ce 


lim f { sin (x?4- y?) dx dy = 0 


по узус 2ан 


(n fiind un număr natural). 
4168. Să se arate că integrala 


| | сүл, кш 


x>l, y>l 


este divergentă, degi integralele iterate 


+o + фә +a 


Т1 


! dx f [m dy si 


sint convergente. 
Să calculeze integralele: 


руа 
ху >1 
ха 
4170. $$ ED 
(х+ у)? 
х+у>1 
бух! 
ахау 
4171. Ч 
1 yi-s-» 
xt ул! 


Trecind la coordonate polare, sá se calculeze integralele : 


4177. ( | e sin (x24- y?) dx dy. 


—=—% 


Sà se calculeze integralele : 


4178. Kid get 2dx--2ey f dx dy, 


POLOS ES 
а 


4180. (| хус Pb асау (0« jel« 1). 


Sá se studieze convergenta integralelor duble improprii ale 
funcţiilor discontinue de mai jos (0< m 210 (х, у) <M): 
4181. (3-5 


Ep unde domeniul 9 este definit prin condiţiile ; 


1 1 


Q 
у| 232: XL+ 21. 


4182. ( f — $83) dy dy. 
4172, | ахау . ba (х2 + ху y?) 
a Qu yn? Ше ахау 
х?+у“2>1 3 ЕМИР. 
4183. | FIII (p 70, 970). 
хн! У 


аа 
4184. (0-20-20) 
1 y ур dx dy. 


4185. M 


х.х! 
4135. Să se demonstreze cá dacă 1) funcţia (х, y) este 


g(x, y) 
me dx dy. 


Shan Mira PIE a mie 
ie ntinuă în domeniul mărginit a<x А, b £Y £ B; 2) funcţia f(x 
4175. f ( е ахау. e continuă pe segmentul a zx ZA si 3) p « 1, integrala НӨ 
un : A B 
Яо "T 903 _ 
4176. ( ( e C? cos (х24-у2) dx dy. je | 1709- Р Ф 


—=—= 


convergentă. 
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Să se calculeze următoarele integrale : 
4187. 


ai EU —у) dica 


4 
d 
4189. y In sin (x—y) dx dy, 


domeniul 9. fiind limitat de dreptele y=0, y—x, х--т, 
4190. Qf ахау 


Vaz 
х+ух 


Să se studieze convergenta următoarelor integrale triple: 


eG, y, 2) 


4191. | wur арб 
xt yz» 
unde 0< mz |e(x, у, z)| М. 
ф(х, у, 2) 
482. (| чекир d dy dz, 
XteY ez 
unde 0 < m z|e(x, y, z)| zz M. 
4193 dx dy dz 


ТРЕ PIZ (р>0, 420, r>0). 
1х1-4131-414(291 


ааа 
4194. fé p ad dy dz 
н (= е Pe (х)]}7 , 


unde 0< т. | Р(х, y, 2)| &М, iar ф(х) si y(x) sint functi 


continue pe segmentul [0, a]. 


4195 { | dx dy dz " 
! |х--у-аР 
хк, 
yit 


zis 
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Să se calculeze integralele : 
pia dx dy dz 
dx dy dz 4197. MEC e NN 
4196. . "i 
Ma Piz AN QE yt 22) 


um My ve 


4199. [ | f e= edx dy dz. | 


--00 —0 0-0 


4200. 53 se calculeze integrala 


+оо +o 
f | f e—P (Xi, Xs, хз) dx, ах, ахз, 
EEE 
з з 
unde Р(х, X Хз) = » D ахх 
Fa 


(aij aj) este o formă pozitiv 
definită 


S 10. Integrale multiple i 


1°. Calculul direct al unei integrale multiple. Dacă 
funcția f Qj, Хө...» XQ) este continuă în domeniul mărginit o, definit prin 
inegalitátile 


XI Lăcă, 
X5 (X1) 0х3 (ху), 
| xi Gy Xo Xp) Хп E Хр (Xp Хә... Хр) 


unde X; şi хү sint constante, iar x4 (x), Хх (Xj) ,... Xp (Хү, Xy. 


TI 1} 
Xn s х... 


х»: XQ 4) Sint funcții continue, integrala multiplă respectivă poate 


^n 
3 i calculată după formula 


f | Ч ES Xo s, Хи) dX, @х»...йх„= 


x х Gp SE S sn au 
= f dx, f ахз... ГО Хос X) dX,. 
xi xj (ху) Xg pss хар) 
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2°. Schimbarea variabilelor într-o integrală multi 
Dacă 1) funcția /(ху, Xa...» Xp) este uniform continuă în domeniul mărginii 


carabil о; 2) funcțiile continuu derivabile 
Xi-ep( Res 30 (SL 2,..., л) 


4203. Sá se demonstreze cá 


t [Л fn—i 


fat yan. e IO )f(&).. эв, = A уе dsl, 


iod o functie continuá. 
Sá se calculeze urmátoarele integrale multiple: 


reprezintă biunivoc domeniul 9 din spațiul Ox; х»...х„ pe domeniul mărginit 
9' din din spațiul O'z, £,...&,, iar 3) jacobianul 
8. D (х), Xo,..-. Xa) 
70 (Ёр & En) 
în domeniul 9’, atunci este valabilă formula 


f Á Gros хә,..., Xp) dX; dxs.. dx, = 


= $$ 2 tes eres eg 17148 dis di 


Trecind in particular la coordonatele polare (г, ер ez; -> Pn—1) după оо 


50 


4204. a) (FE Ee FE) di dx, . doe, 


n» 


„Э. Xa) dx, хә ...йхл. 


425.1, — — V dx ds. dx 


X0, xem0, ..., Xp 0, 


formulele ХүвХ:Б...БХужа. 
Хүэг cos Фр 1 х Xn—1 
Xo =T Sin oj COS go, 
| Xy. 7r Sin o, SİN фу... Sin oy 2 COS oy, 2 0 9 
xr sin өү sin Фф... Sin gy2 SÎN фр, 4207. Um lx, xat... + Xn dx йх)...ха. 
050, X0,- e X0 
avem: 


pat BRE Pal 
D(Xxy хэ...» Xn) 1X2 n 


фе D, Фу зз ss Фп—1) 


4201. Fie K (x, y) o functie continuă in domeniul  (аг2х 40 
агсуг20) și 


b 
K, (x, »- V Ets А) K(f £5)... K (t, y) dt, dts... dt 
aa a 
Sá se demonstreze cá 


b 
Кн 06 Y) MC Qo D K, (t y) dt. 


— s —2 0—3 " 
= sin? фу sin" “фэн Sin guz, 4208. Sá se calculeze volumul paralelipipedului л — dimensional 
márginit de planele 
ах Fiat ... Fan X,— th (i—1, 2,..., n), 
dacă A= |a, | 20. 
4209. Să se calculeze volumul piramidei n— dimensionale 


x х. Xn " 
gi Pub a 21, х0 (1-1, 2,..., n) 


п+т 


4202. Fie f—f (хү, Хээ...» x,) o funcţie continuă în domeniul | 
Oxx (1—1, 2,..., n). Sá se demonstreze egalitatea 


(400, 1-41, 2,..., п). 


4210. Să se calculeze volumul conului л — dimensional limitat 
de suprafeţele 
& х Xn—1 


Sax, ах... V лах, = ACA (3.2). 
ò 9 0 9 x. 


ad 


da. 
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4218. Sá se reducă la o integrală simplă integrala multiplă de 
ul 1(nz2) 


Via Л ЖЕТЕ) бх, бх, di, 


: insă domeniului х24-32--... +x? ZR’, unde f(u) esteo funcție 


qw 
ntinuă. . 
4219. Să se calculeze aufopotențialul sferei omogene de rază 
avînd densitatea pọ, adică să se calculeze integrala 


Е е ( ( | f ( ( di dy dz, dxsdy;dz, 
2 Tia ú 


4211. Să se calculeze volumul sferei n-dimensionale 
Х1-РХ2 4... Hala 


== 


4212. Sá se calculeze 17Р f х) dx, dx;...dx,, unde domeniu 


Q este definit prin inegalitátile 
2 h h 
2 


21x24 
XXE. XR 2 


4213. Sá se calculeze 


( | { ах; dx»...dxy, 
1-22... 2 


—х? 
xh Я EE " XH esten? 
4214. Să se demonstreze egalitatea х -3-а2ав2 


х Xi Xn—1 * - E 5 

(аа бао. $ оаа (и) ET du, mde r= V Gs — x) -0n 9 а za), 

ò 6 d d 4220. Să se calculeze integrala multiplă de ordinul n 
4215. Să se demonstreze egalitatea елны es -4, ї к b бөг 
х х Хп] х A {= 

"mw 

1 х dxf XádX5:s« ( Xn f (xx) dxn= ET ( (х2—и?)"/ (и) du. EA 4 b dxydxo .. Xn, 
0 0 0 0 


л 
4216. Sá se demonstreze formula lui Dirichlet dacá PREX (a; —aj) este o formă pozitiv definită. 


i, j= 


--1үрг-1 =) S 
1! 1 XP, x Pt dx, dX... dx, 
Ху, Xo, ees, Xp SO 

ttxt.. txpl 


T Г (p2)...T (Pr) 


й 8 11. Integrale curbilinii 


i.Integrala curbilinie de speța întîi. Dacă f(x, y, 2) 
este o funcție definită și continuă în punctele сигрег netede C 


(By P». p.70). 


CT E. cpi хэх(0, yey(tü) 2-2(0, (hetzT), y (0 
4217. Sá se demonstreze formula lui Liouville iar ds este diterentiala arcului, atunci 
annt men T 
E fondos desee) xpp, xi dx, бх... dx, (о у, nds res (б, у O) z OVDE OFE 4. 
Ху, Хз,..., Xp) c i 


Ё Specificul acestei integrale constă in aceea cá ea nu depinde de sensul pe 
curba C. е 

2.Aplicatiile mecaniceale integralei curbilinii de 
eta întîi. Dacă р=р (х, y, z) este densitatea liniară in punctul curent 
(х, у, 2) al curbei C, masa curbei C este: 


M= fec y, z) ds. 
© 


Xp tip! 
1 


2 T (рі) Г (ро)... Pn) PitPe+ ... +р—1 

"renis 4700 UNE Mp Pauca fuco 

unde f(u) este o funcţie continuă, iar integrala din membrul al 
i 8 

doilea este absolut convergentá. 


indicație. Se va întrebuința metoda inducției complete. 
— Culegere de probleme si exerciţii de analiză matematică 


SA 


d. 
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Coordonatele centrului de greutate (хо, Ур Zo) al acestei curbe se exprimă 


prin formulele 4221. 16) ds, unde C este conturul triunghiului cu virtu- 


їе O(0, 0), A(1, 0) si B(0, 1). 


4222. f у2 5, unde C este arcul cicloidei 


x=a(f—sint), y-a(1—cosf)  (02122т) 
(2223. (2-79) ds, C fiind curba 


e 
х==а (cos t-+-t sint), y=a (sin t—t cost) (02:122н) 


1 1 

xor (х, у, 2)48, уу= Ave (х, у, 2) 48, 
e 

fæ (x, y, 2) ds. 

с 


3°. Integrala curbilinie de speța а doua, Dacă functiile 
P=P (x, у, 2), 0-0(х, у, 25 R=R (x, y, z) sînt continue în punctele curbei (1) 
parcursă in'sensul cresterii-parametrilui 4, atunci 


T 
fec. у, 2 dx4-QUx, у, 22 dy- RGs у, 2) dz= MS (0, y (5, z Q)x' @+ | 4224, pon. C find arcul hiperbolei 
С to 


x—acht, y=asht (02126) 
4^ 4 Eh с 


4 Q(x (D, y €), z(0) у' (4-R Gc CD, y, 200) z' (D) dt. (2) Жо 
(х? --y?) ds, unde C este arcul astroidei x 


Modificind sensul de parcurs pe curba C, această integrală isi schimbă sem- 

nul, Din punct de vedere mecanic, integrala (2) reprezintă lucrul mecanic al 

forței variabile (Р, О, R), al cărei punci de aplicație descrie curba C. 
4°, Cazul diterentialei zotale. Dacă 


Р (x, у, 2) dx- Qo у, 2) dy+R(x, y, 2) 42-41, 


unde u=u (х. y, z) este o funcție uniformă in domeniul V, atunci, indepen- Y 
dent de forma curbei C situată in întregime in domeniul V, avem: } 4227. NE |ds, unde C este arcul lemniscatei 
i 
С Р 


2 


С 


1 2 
4225. +у?-а?. 


© 
è уху 
4226. y UY ds, unde C este un contur conver limitat de 


„curbele r=a, 9=0, ф= T (r si р fiind coordonate polare). 


Рах+ Qdy -- Rdz zu (хь Y» 23) —U (Ху, Ур Zi 2 
Ї у » у» 25) n Y» 21 (302-992) = a? (x2— y?. 


unde (Xy Ур Zu) este punctul initial, iar (Xo, у» 25) este punctul fina! al dri- . 4228. үхаз, unde C es i iralei "P А 
mului. п cazul mai simplu, cînd domeniul V este simplu conex, iar funcțiile | d te porțiunea spiralei logaritmice r= аеќе 
P, Q si R au derivate parțiale de ordinul întîi continue, este necesar si (k>0) care se află în interiorul cercului 

З rcului r— a. 


suficient pentru aceasta (pentru ca Ei de mai sus a nu берии de 
drumul de integrare) ca in domeniul V să fie identic satisfăcute următoarele 3 4229. | Yu 195 
. уух 2 T 
ETE +y?ds, unde C este cercul x?-- y?— ax. 


condiții : 
Әр 89, 80 88, ЭВЭР, 
ду ex дс ду ôx д 


Y ds На 2 
1 4230. \ ‚ unde C este lănţişorul ya ch-L . 
Эн 1 

„Să se calculeze lun, 
шпа valori pozitive): 

4231. x 3t, y—382, z=28, de la O(0, 0, 0) la АС, 3,2). 
4232. x=e~ cost, y e-isinf, z—e-!, pentru fa -+ o. 


4233. y—aarcsin ->> z= 10-Х : 
v Yo Zo). a? = 10 арх de la O(0, 0, :0) ia 


In cazul acesta, funcția u poate fi determinată din formula 
x y 2 
шщ, у, 22 | Pes» ахь (оь уу drt {оо nt 
мМ = 2 тыл 


Xo % 7 ши 


gimile arcelor curbelor strimbe (parametrii 


unde (Xo Yo, Z,) este un punct oarecare fixat al domeniului V. 
Din punct de vedere mecanic acest caz corespunde lugrului „mecanic 
unei forțe care derivă de la un potential. 


Să se calculeze următoarele integrale curbilinii de speța їп 


І 
l 
19 
Б 
| 
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4234. (x—y) =a (x+y) —у°= 
À (хо, Yo 20). Ж 

4235. х24-у?--с2, р =; | 

4236. х24-у24-22--02, V 2-2 ch (arctg) 
tul A(a, 0, 0) la punctul B(x, y, 2). 


i lele 
à se calculeze integrale! i 
Е. urmátoarelor curbe strimbe : 


2 ii rţiunea elicei 
= 4231. { (2-92-29) ds, C iind port 


pe cost, y=asint, z—bt (02222228). 


4238. { xas, unde C este cercul 
© 


х24-уг--22-а, x+y+z=0. 
4239 Va ds, unde C este elicea conicá 
у x=tcost, y=tsint, 2-1 (0zcizto). 
4240 (аз, unde C este arcul curbei 
e 
între punctul O 
m 4241. Să se calculeze m 
(022224), ştiind că densitatea 
Zizi), | 
T НЭЭ 54 se determine masa arcului curbei X 
a 
жое р 
` 4243 Să 50 calculeze coordonatele сешгий d 


i -ас! 
arcului curbei omogene y=4 


| t cului de 
: aa Sà se determine centrul de grentate al ar 
нэ x-—a(t—sinf), y-—da (1— cos?) (Oct zu). 


4245. S e calculeze coordonatele cenirti 
а S lcule 
lui jcătui ji i hiul sferi 2 y? 


y>0, z>0. 


-9 5 de la O(0, 0, 0) la 
8 

de la 000, 0, 0) la A (xo Jo Zo). 
=а de la punc- 


curbilinii de spefa intii, luate de-a 


Za 
+у%=@, у?=ах 


РЕ 
і | 2). 

илсїш! Ata, a, al | 

аы 2 curbei x-acosf, ү up! 
liniară a acesteia in punctu (x, y 


а 5 | 
xeat, у= x 


ă d itate vari à à legea =] 
02+ а с rui densit i ariază dup 
( pai 21) 1 > 1 | i i 


п, luat între punctele A (0, a) 
a 


lui de greutate 4 
z2=Q0?; X> 
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4246. Sá se calcul 


4 eze coordonatele centrului de greutate al 
со arcului omogen 


Х--6 cos f, y=ef'sinf, z=et (— оо «tzz0). 
4247, Să se calculeze momentele de inertie in raport cu axele 
de coordonate ale Spirei de elice 


X—acosf, y-asinz, z= zt (0 <t <27). 
4248. Să se calculeze integrala curbilinie de speța а doua 


f xdy—ydx, 
GA 


unde O este originea coordonatelor 
tele (1, 2), dacă: a) OA este un seg 
un segment de parabolă a cărei axă 
poligonală formată din 
paralel cu axa Oy. 

4249. Să se calculeze 


( Xdy-4- ydx, 
ОА 


$i punctul А аге coordona- 
ment de dreaptă; b) OA este 
este Oy; c) OA este o linie 
segmentul OB al axei Ox şi segmentul ВА 


| OA fiind drumurile 8), b) şi c) din problema precedentă. 


Să se calculeze următoarele integrale curbilinii de speía a 

doua luate de-a lungul curbelor indicate, în sensul creşterii para- 

metrului. , 

4250. | G2—2xy) ас (y2—2xy) dy, unde C este parabola 
с ‹ А 

P : руе (-12ха1) l- 

4251. 2222) ах--(х2-у2)4у, unde C este curba 
с 


у-1-11-х| (0: 2хг22). 
4252. фор) dx-- (:—y) dy, unde C este elipsa +=, 
: с 
Parcursă in sens invers sensului de mişcare al acelor unui 


ceasornic. 
4253: f Qa—y) dx-F-x dy, unde C este агсш cicloid 
1 С 


ei 28 
x—a (f—sin t), y—a(l1—cost) | (02422). ad 
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(3,0 


(x+y) 00—00), unde С este cercul x2-+y2=a2 4266. (x -- 4xy3) dx+-(6x2y2—5y4) dy. 
4254. 5 шини Xy ини (-27-а) 


ёо А i al acelor unui ceasornic, 0,0) 
1 vers sensului de mişcare dy—yd 
parcurs în sens HL „unde ABCDA este conturul pătratului 4267. E de-a lungul unor drumuri care nu inter- 
4255. ix +19] (0,—1) » 
| || ABCDA —1, 0), D(0, —1). secteazá dreapta y=x. 
cu virturile A (1, 0), 800, 1), С(—1, » DI ба) 


i d 
4256. ( dx sin y--dy sin x, unde AB este segmentul de dreaptà 


E acad) Asa КУУУ. 
шаг de punctele А(0, 7) şi B(, 0). - I esi] dè [sin + Z cos ay de-a lun- 
determina dy arctg У. —dx, unde OmA este segmentul para- 
4257. & dyarctg , —d», 


gul unor drumuri care nu intersectează axa Oy. 
(a, b) 

4269. f e* (cos y dx—sin y dy). 
(0,0) 


4210. Să se demonsireze cá dacă f(u) este o functie continuă 
i C este un contur inchis, neted pe portiuni, atunci 


OmAnO ку 
i 2 şi mentul dreptei y=x. : : 
Баа year S ORA ena. să expresia de sub semnul TUM : 
este у " diferenţială totală, să se calculeze următoarele integrale · 
curbilinii : ta : яр" 
4259. V xdx--y dy. 
4258. i ! 2 dy-- y dx. EA 
2,3) 
4260. V (х--у)4х--0--3) d. 
1) 
КАЎ 
4261. V (х0) (9—0). 
(1—0) 


È /(х°+у°)(хах+уау)=0. 
С 


Să se calculeze primitiva funcţiei z, dacă: 
4271. dz —(x?-- 2xy—y?) dx 4 (3?—2xy — y?) dy. 


ш..Удх-хау . 
4212. dz— КОБУР" 
(а, 0) -- 
4262. $ f(x» (dx--dy), unde f(u) este continuă. 
0,0 


4273. dz= tap ct iste ae. 
(xy) 
4274. dz —e* [e (x —y--2)4- y] dx-- ex [e (x—y) 4-1] dy. 


i i t +. 4- E 
Y dX-XdY de-a lungul unui drum care nu interse 4215. da la ду. „Bu 
4263. 3 x BEN cT 
D pimi 
< teazá аха Uy. 


grins 


4276. dz= —8 L >) dx— P PIU +) dy, unde 


ex? Бут! 


, 8) : 
й ! xdx-ydy de-a lungul unui drum care nu trec 
4264. | Ta 
(1, 0) 


rin originea coordonatelor. 
Р 4 (хә, уз) 


- Гау 


4271. Să se demonstreze că pentru integrala curbilinie de mai 
este valabilă evaluarea , 


sv si ii contine 
4265. V eta) xdv 0) dy, unde e şi w sint funcţii Gor ЇР dx Qdy шм, 


(х, у) 


D 
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unde L este lungimea drumului de integrare, iar М= тах ү Р? 
ре агсш С. 
4278. Să se evalueze integrala 


ydx—x dy x 
1 x $ 2 2 2 
R (2--ху--у) 
x+y =R? 


Să se demonstreze că lim /,—0. 
R>% 


Să se calculeze integralele curbilinii luate de-a lungul curbelor . 


strimbe (se presupune cá sisiemul de coordonate este drept) : 
4279. (08-22 ах 2yzdy—x?dz, unde C este curba х=і, 
у-Р, 8-8 (0.2.1) parcursă in sensul creşterii parametrului. 


4280. f ydx+zdy+xdz, unde C este spira elicei x—a cost, 
© ёр 
y=asint, z=bt (0 zt Z 2%), parcursă în direcţia creşterii para- 
metrului. 
4281. { (уа) + (2--х)4у--(х--у)42, unde C este cercul 
C4 : | 
2 ру24-22--02, у=хісо (0 < а < т) parcurs in sens invers sen- 
ИШ de сун 3 acelor de ceasornic, dacá privim din spre 
partea pozitivá a axei Ox. 


`, 4282. { угдх 4-224у--х202, unde C este porţiunea curbei Vivi- 
i } : 


ani x24-y2--22—a2, x?4-y?- ax (z > 0, a 70), parcursă în sensul 


invers sensului de mişcare al acelor de ceasornic, dacă privim 


dinspre partea pozitivă a axei Ox (x > a). 


4283. (y2—22)dx+ (22-22) dy + (х2 — y?) dz, unde C este 


© 


nturul care mărgineşte porţiunea sferei х2--у2--22-1, x0, 
у> 0, z>0, e in aşa fel încît fata exterioară a acestei 


suprafeţe să rămînă la stînga. 


Să se calculeze următoarele integrale curbilinii de diferenţiale 


totale : 
(2.3, —4) 
4984. V хах-һугбу 2842. 


(4,1 


_ funcţii continue. 


| „continuă. 


unctul M, (х, у», 22). 
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(6, 1, 1) 
4285. А | yz dx4-xz dy--xy dz. 
»2,3) . 
(х, уг, 22) di d 
4286. созы 
саз) Руа » Unde puncta (хь у, 24) este 


situat pe sfera х2--/2--22--02, 
хуч -42 (a 7 0, b 0). 
(х, Yo, 22) 


4287. 


(х Y» 2) 


iar punctul (x5, у, 25), pe sfera 


9 (x) dx -- y (y) dy -X (2) dz, unde o, w, X sint 


(хә, уз, 22) 


4288. f(x y4z) (4х--4у--42), unde f este o functie 


ба, у, а) 
(х, уз, Za) 
4289. i 7 (3227722) (x dx y dy -z dz), unde f este o 
functie contin, ^ 

Sá se determine primitiva functiei п, dacă: 


4290. du —(x?—2yz) ах--(у2--2хг) dy4- (22—2ху) dz. 


421. du = [13-2 Jac [®-+ x ay 32 az. 


4292, du — -CCEX—2) dx+ (x y—2) dy+ (xt yz) dz 
XHOY* ++ 2xy s 


4293. Să se calculeze lucrul mecanic efectu, i i 
: 99. at de forța gravi- 
țională cînd punctul de masă m se deplasează din ша (ху, 


Jo 2) in poziția (х, ул, 25) (axa Oz este îndreptată vertical în sus). 


4294. Să se calculeze lucrul mecanic i ice î 
d al f - 
te spre originea coordonat n ee 


: elor, a cărei mărime este proporțională 
vp punctului material la originea coordonatelor dacă acest 
unct. descrie, in sens invers sensului de mişcare al acelor de 


asornic, porţiunea de elipsă 3 Т 3 -1 din primul cadran. 

SN Sá se calculeze lucrul mecanic al forței gravitaționale 
o unde г-Гх24-у 4-2, care acţionează asupra masei unitate 
nd aceasta din urmá se deplasează din punctul М, (Ху, yy, 21) în 
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§ 12. Formula lui Green s 
4298. фхуму--хду dx, unde C este cercul x?4- y?— a? 
г | ; 


dublá. Dacá C este un bye simplu, neted pe portini, márginin 
un domeniu simplu conex S, parcurs în aşa el încît domeniul S să таті 4299. $ 2 

stinga, şi dacă funcțiile P(x, y), Q G5 y) sînt continue, împreună cu derivat oli (x+y)dx— (х—у) dy, unde C este elipsa 
lor parțiale de ordinul întîi, în domeniul S si pe frontiera lui, atunci este valabilă с 


formula lui Green 


Р 
6 Р(х, y) dx + О (х, у)йу= M (3 2. £) dxdy. 
e 5 


1°. Legătura dintre integrala e eg şi integral 


x? у 
үсчин c 


1 $ x 4 
‚ 4300. Q e*[(1— cos y) dx— (y—siny)dy], unde С este con- 
Formula (1) este valabilá si pentru un domeniu S Ний, limitat de maj С 
multe contururi simple, dacá prin frontiera C a acestui domeniu se intelege 
suma tuturor contururilor frontieră parcurse în ава fel, încît domeniul S să 
rămînă la stînga. 
„2°. Aria unui domeniu plan, Aria lui S, mărginită de con- 
turul Simplu, neted pe porțiuni C, este egală cu 


1 
S= ча? quc 


turul, parcurs în iti 4 F 
| ХҮР: n! sens pozitiv, care mărgineşte domeniul 0 < x <=, 


4301. e= (cos 2xy d: A 
Е Е y dx 4- sin 2xy dy). 


4302. Cu cît diferă între ele integralele curbilinii 


2 

| h= | (x+y ах (х уау 
In acest paragrat se presupune, în afară de cazurile cînd se va face AmB 
menţionarea contrarie, că conturul de integrare închis este un contur simplu 
(fără puncte de intersecție), parcurs în 454 fel încît domeniul mărginit de el, 
care nu conține punctul de la infinit, să rămînă la stînga (direcția pozitivă) 

74296. Să se transforme cu ajutorul formulei lui Green in : 
grala curbilinie 


h= | уа (худу, 

AnB 
сэр un M teză „uneşte punctele A(1,1) si 8(2,6) 

: „a cărei axă este verticală şi prin 

cu "m Яах а В : ах, i $i care trece prin 
] Е эн . B şi prin origi 
гч $ Va + у [xy In (x l'x22-?)] dy, 4303. Sá se calculeze ions Эг" 

C 


( (ех sin y—my) dx-+ (e* cos y —m) dy, 


unde conturul C márgineste un domeniu finit S. 
AmO 


4297. Să se calculeze, aplicind formula lui Green, integral 
curbilinie : de AmO este semicercul superior x? 

perior x?-Ly?— a. 
Jis $ (хуа (x+y?) йу, punctul A(a, O) la punctul C (0,0). у?--ах, parcurs de la 


K 
unde K este conturul triunghiului ABC cu vîrturile A (1, 1, (3,2 
C(2,5) parcurs in sens pozitiv. 
Să se verifice rezultatul obținut, calculind integrala direct. 
Aplicînd tormula lui Green, să se calculeze următoarele inte 
grale curbilinii : 


| Indicatie Se vac i Ё 
E , om] Р 
segmentul OA al axei Ox. pleta drumul AmO pînă la un contur închis 


4304. Să se calculeze integrala curbilinie 


А: В [e (y) e—my] dx + [6 (у) ех т] dy, 


e Ф(у) si c'(y) sînt funcţii continue, iar AmB este un drum 
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oarecare care uneşte punctele A(x Y) si B(x» y»), dar care 
mărgineşte împreună cu segmentul AB, aria AmBA de mărime 
dată S. en | 

4305. Să se determine funcţiile continue derivabile Р(х, у) şi 
Q (x, у) în aşa fel, încît integrala curbilinie 


Jia Ô Pita, y+8)dx+ Qara, y +p) dy 
E 


să nu depindă de constantele œ şi 8, oricare ar fi conturul 
inchis C. 


4306. Ce condiţie trebuie să satisfacă funcția derivabilă F(x, y) 
pentru ca integrala curbilinie 


| F(x, y) y dx--x dy) 
AmB 


să nu depindă de forma drumului de integrare ? 
4307. Sá se calculeze 


-$ 


C fiind un contur simplu, închis care nu trece prin originea coor- 
donatelor, parcurs în sens pozitiv. 


i i it igi donatelor 
dicatie. Se vor considera douá cazuri: 1) originea coor 
se aid tn exteriorul conturului; 2) conturul С inconjurá originea coordonatelor. 


xdy—ydx 


x?+ y? 


Să se calculeze cu ajutorul integralelor curbilinii ariile márgi- 
nite de următoarele curbe : 

4308. Elipsa x—a cost, y=bsint (0 <t £27). 

4309. Astroida х= о cos?f, y—bsin?£ (0227 £27). 

4310. Parabola (x--yJ—ax (a > 0) şi axa Ox. 

4311. Bucla foliului lui Descartes x3?--y?—3 аху (a р> 0). 

Indicatie. Se va pune у=іх. 

4312. Lemniscata (x2-+y2)'= a? (x2—y?) 

Indicație. Se va pune y=x tg c. 

4313. Curba x3--y3—x?--y? şi axele de coordonate. 


FORMULA LUI GREEN 


4314. Să se calculeze aria limitată de curba 


(x+y) (a>0, n>0, m>0). 
4315. Să se calculeze aria limitată de curba 


т+т+1__ ax" y" = 1 


АГЬ 1-1 (а»0,02-0, n>0) 


| şi de axele de coordonate. 


— x йл Жоо e 
Indicatie. Punem FEE s sin" e. 


4316. Să se calculeze aria limitată de curba 
n n n—i ( n—i 
3 NE, x ‚ [7 
G5) - G3 + 
(a > 0, b >0, n 7-0) si de axele de coordonate. 
4317. Să se calculeze aria buclei curbei 


x n y n 
-«i |$ | 
(a 7-0, 50, c0, n» 0). 
4318. Numim epicicloidă curba descrisă de un punct al unui 


cerc mobil de rază r care se rostogoleşte fără alunecare pe un 
cerc fix de rază R, ráminind în exteriorul acestui cerc. 


Să se calculeze aria mărginită de epicicloidă in ipoteza că 


ү 


raportul R =n este un număr întreg (п> 1). 


Să se discute cazul particular r=R (cardioidà). 

4319. Numim hipocicloidă curba descrisă de un punct al unui 
cerc mobil de rază r care se rostogoleşte fără alunecare pe un 
cerc fix de rază R, rămînînd în interiorul lui, Să se calculeze aria 
mărginită de hipocicloidá, presupunind că raportul AX = п este un 
număr întreg (7.2). 


Să se considere cazul particular r= 5. (astroidà). 


4320. Să se calculeze aria suprafeţei cilindrice X2-4-y2= ax, 
decupată de suprafaţa х2--)2--22--02, 
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4321. Să se calculeze 4327. Să 
. Sá se calcul 7 СЭР Ё 
1 XxdY-YdX eze potențialul logaritmic de simplu strat 
25 3 X+ y? d 
с 


uy) x in JL ds, 
с 


dacă Х--ах--бу, Y —cx4-dy, iar conturul simplu închis C incon- 
jură originea coordonatelor (ad—bcz0). 

4322. Să se calculeze integrala / (v. problema precedentă), 
dacă Х= ф(х, y), Y=w(x, y) şi conturul simplu C înconjură originea 
coordonatelor, iar curbele e (x,y)=0 si yix, у)=0 au cîteva 


unde x=—const este densitatea, r= И(Е— х) tmy. i 
E sete uut ee мыш, E= +My), iar contu- 


4328. Să se calculeze, introduci 
| potențialele logaritmice de simplu m ca ACE: 


puncte de intersectie simple in interiorul conturului C. 2x 
4323. Să se arate că dacă C este un contur închis şi Г este jm | e 1 T 
oie 3 = | созт л i А 
о directie oarecare, atunci : М тэр In T dy şi h= | sin my In d y, 


ә + 0 
Ê cos (1, n) ds=0, 
i 


| unde r este distanţa între punctul ( 


1 iar т este un număr natural. P, Ф) şi punctul curent (1,w), 


2 
n fiind normala exterioară la conturul C. 4329. Să se calculeze integrala lui Gauss 


4324. Să se calculeze valoarea integralei "e 
> 
I= $ [x cos (л, x) à-y cos (л, y)] ds, и (х, у)= $ eem ds, 
C C 


unde C este o curbă închisă simplă care limitează domeniul finit S, 4 unde r үе X) + (n—y} este lungimea vectorului 2 ware uneşte 


T punctul A(x, y) cu punctul curent M (E?) de pe conturul închis 
| simplu neted pe porţiuni С (л iul 1 7 
1 "n » (r, n) este unghiul între vectorul r şi 


-| normala exterioară n la curba C în punctul M al acestei curbe. 


4330. Să se calculeze, introduci 
ї Р И u 
potentialele logaritmice de dublu ital 


iar n este normala sa exterioară. 
4325. Să se calculeze 
: 1 э + 
lim 4- $ (F-n) ds, 
с 


(5) 20 5 
coordonatele polare р si c, 


unde S este aria mărginită de conturul C, care inconjurá punctul 
> 
(Xo, Уо). d (S) este diametrul domeniului S, n este versorul normalei 


em 
exterioare la conturul C si F(X, Y) este o funcţie vectorială 
continuu derivabilă în S+C. 


22 Но 
к-1 cos т ур - 99 6:9. dy si K= 
1 2 


2х 9 ээ 

\ sin my «оврын ар, 
0 

im г este distanța dintre punctul 46 9) si punctul curent M (1, y) 
г, N) este unghiul dintre direcţia АМ=г i ОЎ м ^ 
unctul O (0, 0), iar m este un număr а хилд хаш 
4331. Numim o funcţie de două ori derivabilă u=u (х, у) 

dacă Auc б + E —0 | 
y? И 


S 13. Aplicațiile fizice ale integralelor curbilinii 


4326. Cu ce forță atrage masa М, uniform distribuită pe semi- 
cercul superior х2--у2--02, y2.0, punctul material de masă m situat. 
în originea coordonatelor ? 
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M. T А 
C fiind un contur închis oarecare $ дл derivata după normala exte- 


rioará la acest contur. 
4332. Sá se demonstrezá cá 


SII (j| e pene ge 


óx 


unde conturul neted C limitează domeniul Ний S. 

4333. Să se demonstreze că o funcţie armonică în interiorul 
unui domeniu finit S şi pe frontiera C a acestui domeniu este unic 
determinată de valorile sale de pe conturul C (v. problema 4332), 


4334. Să se demonstreze a doua formulă a iui Green din plan 


C fiind un contur neted care limitează domeniul finit S, 3i 

este derivata dupá directia normalei exterioare la C. 1 
4335. Să se demonstreze, folosind a doua formulă a lui Green, 

că dacă u—u(x,y) este o funcţie armonică in domeniul închis şi 

finit S, atunci 

? 1 |(,д0шг _p eu) 
п (х,у) = = $ (а on Шан | ds, 
С 


unde C este frontiera domeniului S, n direcția normalei pm 


la conturul C, (х,у) un punct interior al domeniului 


-| Ex) +n yř este distanța dintre punctul (x, y) si punctul 


curent (5,5) al conturului C. 


Indicatie. Vom izol р 
vecinatate circulará infinit micá si v 
părții rămase din domeniul S. 


Vom izola punctul (x, y) din „domeniul S împreună cu 0 
om aplica a doua formulă a lui Green 
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4335. Să se дейпн iei 
dbi) y Teze feorema mediei pentru funcția armo- 


«(М)--э:44( ж), 

C fiind un Cerc cu centrul în M. 

M 1 su "pe 2. o funcţie и(х,у), armonică intr-un 

niu, nu-şi poate atinge valoarea hr pă ne rm ari 

punct interior acestui domeniu (не н цэн 
4338. 54 se demonstreze formula lui Riemann | 


Liu) МИ ||... | 
H | а p |D= Parra, 
unde с 
L[u]— 
M [v] = 


[а, 0, c fiind constante) Р si : " 
“е ) nişte ; : 
rul C limitează domeniul dt. 5, не funcții determinate, iar contu- 


4339. Fie u=u (x, y) si 9 
7 M наг și U—U(X,y) componentele vitezei unui 
ра it ic. Să se determine cantitatea de lichid care 
pr сэн n atea de timp din domeniul S, mărginit de contu- 
e diferența dintre cantităţile de lichid care intră şi care 
rd e йе verifică funcţiile и şi v dacă lichidul este і 
p $i dacá in domeniul S nu există izvoare nici puțuri? 7 
4349. Conform legii lui Biot-Savart, curentul electric i care 


2 " 8 өр 
dd етеш unui conductor ds creează într-un punct а! 
t M (x, y, z) un cimp magnetic de intensitate 4 É 


B pards 
рч а 
dH —ki rm 


шав 7 este vectorul care s 
и ict uneste elementul ds ы i 
k este un coeficient de proportionalitate, шш Ма 


Să se af iectii i i ў 
le proiecţiile Н Hy Н, ale intensității cimpului mag- 


i . > Р 
metic А in punctal M, pentru cazul unui conductor inchis C. 


— Culegere de probleme şi exerciţii de analiză matematică 


à 
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$ 14. Integrale de suprafață 


A= 9052) âx) 


ШЕОЛ = 7u, v)” с- 8653) 


| n 9 (u,v)? 
iar semnul inaintea radicalului se alege in mod convenabil 


Dacá trecem la 
етай. cealaltá fa 


1°. Integrala de suprafață de speța întîi. Dacă S este о 
suprafață cu două fete netedá pe portiuni 


xex(U) у=у (0), 2-2(1,0) (0,0) 9) ї 
(t) {й S^ a suprafeței S, integrala (3) îşi schimbă 


şi f(x, y, z) este o funcție definită şi continuă în punctele suprafetei S, atunci 4341 
. Cu cît diferă între ele integralele de suprafaţă 


( {ле у, z) 48- f NS (ut, р), y (u, 0), z (4,0) ГЕО-Р dudo, | (2) 


©, 
o 


e 1 (Fyz) 48 
ox? дур ez А 
TD Lon 22 , Hi 
Ў B SE a ji H 
ex? рду}? , (ez? 

а= (8) + (æ) +l 

_ #Хдх | дуду дед, 

^ идо ` дид) дидо 
In cazul particular, cind ecuatia suprafeței S are torma 


h= | | (x2+y2+22) ар, 


unde S este suprafața sferei x2 
octaedrului ire ed a : 


4342. Sá se calculeze 


+ pPkz2=a2, iar Р 
ry F2 A este supraf 
а, inscris in această sferă? зав 


META 


5 


1 S fiind porţiunea suprafeţei x? 
Dus E prafetei х2--22--202(а:»0) deciipată de supra- 


z=z(x y) (Q5) Є, 
unde z (x, y) este o functie unitormá, continuu derivabilá, atunci 


ive ».3d$- 17 D ү аж EE” 2 


Aceastá integralá nu depinde de alegerea tetei suprafetei S. I Să se calculeze următoa i 
Dacă considerăm funcția f(x,y,z) ca fiind densitatea suprafeței S în | intii. rele integrale de suprafaţă de speța 


punctul (х,у, 2), atunci integrala (2) reprezintă masa acestei suprafețe. E. 4343. 
æ, Integrala de suprafață de spețaa doua. Dacă S este o х . 1 ач-у--а)48, unde S este suprafaţa 

1 5 
| Наа дъб, 


Suprafață netedă cu două fete, S* este fața ei caracterizată de direcția normalei 
4344, X2 y2 - + 
Pra s (x*--y?) 48, S fiind frontiera corpului 


E 
л (cos a cos, cos (P =P (x,y, 2) Q=Q (x,y, z} R= R (x, y, 2) sînt trei 
funcții definite si continue pe suprafața S, atunci 


f {Ра 12+ 0 dx dz+ Rdxdy- ( ЇР (cos +0 с088--Ёс051) dS. (3) 
s Ч [Pizza 
Dacă suprafața S este dată sub forma parametrică (1), cosinușii directori 


` 4345. ((— 9 S m А 
1: nm S fiind frontiera tetraedrului 


ai normalei n sint dati de formulele ) 


x+y+z<l, х0, yx0, 230, 


4345. xyz 4 
M yz| dS, unde S -este partea suprafeţei z— x2-- y? 
ecupatá de planul z—1. 
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de densitate pọ, în raport cu dreapta 


y _ z-b 


0 DU 


i elipsoid, iar р este 
4341. SE unde S este suprafaţa unui elipsoi 


distanta centrului elipsoidului la planul tangent elementului dS al 


suprafeței elipsoidului. МИН 
E {f zas, S fiind oporțiune de pe suprafața elicoidului 
8 


x—ucosu, y=usinv, 2-0 (0<u<a; 0<v<22). 


XI 
1 


4355. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate al 
porțiunii de pe suprafața omogenă 
г-Үх rys, 
decupată de suprafaţa х2-- y?— ax. 
4358. Sá se calculez 


e coordonatele centrului de greutate al 
suprafeţei omogene 


4349 12 dS, unde S esteo porţiune de pe suprafaţa conului 

B 1 че 

S rcoscsinc, y-rsingsinz, z-—rcoso z-ly 08-58 хаад ay ы 

х= Y хөр nstantă | 0cc«- 3): 4357. Cu ce forţă atrage suprafaţa conică trunchiată, omogenă, 
(Ога; 02222) si « este o со 2j T ud 


4350 Soy yz zd d$, S fiind porţiunea suprafeţei conice 
8 
2-1 х?+-у?, decupată de suprafața 
х2--у?--2ах. 
4351. Sá se demonstreze formula lui Poisson 


1 


$ $ (ax--by-e cz) d$ 25 { Flu Vaz ro e) du, 
= 
5 


X=rcose, y=rsinp, z—r ( 


punctul material de masă m, Situat în virful acestei suprafeţe ? 


4358. Să se calculeze potențialul sferei omogene x?-- y? 4- z2— 


=а? (S), de densitate Ро in punctul Mo(x, Уо, Zo), adică să se 
calculeze integrala 3. 


ETE 27, 0cbzzr.za) 


u= (as, 
5 


——— ——. 
: unde r= |(х—х„/-_у—уў? (2), 


S fiind suprafaţa sferei x?--y?--z?— 1. 4359. Să se calculeze 


înzei olice 
4352. Să se calculeze masa pinzei parab 


Р Р(х, у, г) 48, 
2= iG) 02220, Ji 
á de 

árei i iază după legea р=2. — А ш 
j cire Ба е 1. P omental de inerție în raport cu axa 


Oz al pînzei sferice omogene 
х?-„у?--22=@% (20) 


1—x—y?—22 dacă х?-Ь 222—1; 
Fix, у, 3- | i 

| 0 » dacă х2--у 22-41, 
Să se construiască graficul funcției и= Е). 
4360. Să se calculeze integrala 


F()- ff тоу, zas, 


xtRytbn- 


inerti înzei сопісе | 
T pow calculeze momentui de inerție al pinzei со 


omogene 


| 
| 
| 
| 


2 


хо» £7.90 (02:20) 
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5 15. Formula lui Stokes 
unde — 
| x+y, dacă 2152): 


fix, y g= Ї 


Dacă P=P(x,y,2), О-О(х,у,2), Ё=Ё(х,у,2) sint funcții continuu 
fă derivabile şi C este un contur simpiu închis, neted pe porțiuni, mărginind 
O , dacă 2 <] x+y. Prpa finită cu două fețe S netedă pe portiuni, atunci este valabilă formula 
lui Stokes 


4361. Să se calculeze integrala cosa соз; cosy 


FG,».20- V (s 048, Gamawa] 2 3 а а, 
Р Q R 


unde S este o sferă variabilă 
2 2, =f unde cos а, cos, cos ү, sint cosinușii directori ai normalei la suprafața S, 
(E—x) --09—») +6 2) =f, orientată astfel, încît în raport си ea conturul să fie parcurs în sens invers 
sensului de mișcare al acelor de ceasornic (pentru un sistem de coordonate 


i 
5 drept). 


T 1, dacă --12--2-02: 
Ч С ее 4367. Să se calculeze, aplicind formula lui Stokes, integrala 

curbilinie 
n ipoteza cá 


Yx24- y+ #>а>0. ф y dx-cz dy--x dz, 
1 

" C 

Să se calculeze următoarele integrale de suprafaţă de speța 

unde C este cercul х2--у2--22--02, x--y+2z=0, parcurs in sens 

invers sensului de mişcare al acelor de ceasornic, dacă privim din 

partea pozitivă a axei Ox. 


Să se verifice rezultatul prin calcul direct. 
4368. Să se calculeze integrala 


a doua; 4 | A 
Fo | (x dy dz4-y dx dz--z dx dy), S fiind fata exterioară 


8 

erei х2--у2--22--02, 

4363. | (л) dy dz--g (y) dx dz--h (2) dx dy, unde f (x), £() 
s 


as 


(32 —y2) dx+ (y? —xz) 4у--(22--ху) dz, 


Л (2) sint funcţii continue, iar S este fata exterioară a supratetei рага- 
- AmB 


lelipipedului 0<x<4 ; O<y<b; 0cz«c. 
ye. бра) dy dz+(2—x) dx dz-+(x—y) dx dy, S fiind faţa 
5 
exierioará a conului х2--у2--22 (022220). 


| dy d. dx dz dx dy а. — 
4365. MES 4 ali ge S fiind fata exterioară a 


de-a lungul arcului de elice 


X—acosg, y=asinc, 2- 228 


| ше punctul А(а,0,0) si punctul B (a, 0, А). 


indicație. Se va completa curba AmB printr-un segment rectiliniu 51 
TNR. 232, у? ZA 1 se va aplica formula lui Stokes. 

elipsoidului == ---p T eE — 1 EN “22223 1 

3 -— S fiind faţa exterioară 4369. Fie C un contur închis situat în planul x cos a-y cosp-- 

4366. M dy dz--y? dx dz --z? dx dy, 5 fiin --zcosq—p-0 (cose, соѕ 8, cosy sint cosinuşii directori ai nor- 

malei la plan), care limitează o suprafață S. 


S E 
a sferei (x—a) 4-(y—b) --G—6) =R. 
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Să se calculeze 


$ 


с 


S fiind elementul de suprafaţă limitat de conturul C; п normala la 


» 
suprafata S, iar r raza vectoare, cari 

afat р e uneste punctul M, 
spațiului cu punctul curent A (Ё, 7, C) al соц С, Де uk 


fialul cimpului magnetic Æ, generat d 
“conturul C (v. problema 4340). e curen 


| dx dy dz 
| cosa соў cosy |» 
x y 2 


conturul C fiind parcurs in sens pozitiv. 
Să se calculeze, aplicind formula lùi Stokes, integrale!e : 


pen. $ (уча) ф(х) dy - (x+y) dz, 
© 


tul i care trece prin 


S 16. Formula lui Овїгоот: 

А . ad 
unde C este elipsa x—a sin? t, y —2a sin t cos t, z—a cos? t (021225), gradski 
parcursă în sensul in care creşte parametrul £. 


43711. ф(у--2)х448--) dy (5) dà 
e 


8 Р dea а эни netedă pe porțiuni саге limitează volumul V 
р ЕЛ Raki буу, 2) sint funcţii continue împreună 
-mula lui Ostrogradski niul V--S, atunci este valabilă for- 


үне «+ Q cos 5-- R cos т) d$— NS ôP + 50 4 АР 


" х 
unde C este elipsa х2--у2--02, LUE —1 (a>0, h>0), parcursă 
în sens invers sensului de mişcare al acelor de ceasornic, dacă 
privim dinspre partea pozitivă a axei, Ox. 


4972. Ay?) dx (2+2) dy-- (4-y*) dz, 
C: 


ax ду 32 ах ау аг, 


cos 4, COS $, COS ү fiind cosinuşii di i ai 1 " 
fafa S. şii directori гі normalei exterioare la Supra- 


Să se transforme, aplici i 

: » aplicind formula lui Ostrogradski 

: хэ iu g^ M dacă suprafaţa netedă S ийн 
: A d id AR be p ym 
те АДЗ eee А "LE sînt cosinuşii directori ai nor- 


unde C este curba 32--y?--z2—2Rx, x?-- y?—2rx (0<r<R, 2>0), 
parcursă astfel încît domeniul mai mic limitat de ca de pe fafa 
exterioară a sferei x?--y?--2?— 2Rx să rămînă la stinga. 


4313. $ (02—22) ёх--(22--2) dy G8 —)5 dz, E gin. $ $ 0 ay dz-i yox dz 23 dx dy 
ce S 

unde C este secțiunea cubului 0<х<а, 0<у<а, 0<2<а ci 

planul х--у--2---0, parcursá in sensul invers sensului de mig 

care al acelor de ceasornic, dacă privim din partea pozitiv: 

a axei Ox 


4314. $ y^z?dx 4-x?z?dy - x?y*dz, 
а 


4311. | {ху dx dy--xz dx dz 4- yz dy dz. 
3 


4378. (| <©°за+усозя+асот qc 
2 [Er c > 


Qu sg d и 
4379. MES COS ж-- т соз B+ 95 cosy) 48. 


«ээ (18-48 өн (4 — £g 


unde C este curba închisă Х--асов/, y==a cos 21, z--acos3l 
parcursă în sensul creşterii parametrului f. 
4375. Sá se demonstreze că functia 


>> 
W (x, y, z) - ki | ( mwan dS  (k=const), 
S 
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4381. Să se demonstreze că dacă S este o suprafață simplă 


> H x А 
închisă, iar | este о direcţie constantá oarecare, atunci 
1 x 
| ( со8(л,1)48--0, 
8 4 


n ioará fata S. 
e n este normala exterioará la supra "ER 
4: 4332. Să se demonstreze: cá volumul corpului mărginit de 
suprafaţa S este 


pati | f (x cos z+ y cos ф--2 cos") dS, 
* S 
unde cos«, соѕ 6, cosy sint cosinuşii directori ai normalei exte- 
i la suprafața S. de 
Bs. ps ei demonstreze că volumul conului mărginit de кат 
fata conică netedă Р(х,у, 2)-0 si de planul Ax4-By-- Cz+ D= 
este egal cu 


SH, 


ок 


V= 


unde S este aria bazei conului situată în planul dat, iar H este 
înălțimea 1ш. ї CER 
"om. Să se calculeze volumul corpului limitat de suprafaţa 
x=a cosucosv--b sin u sin v, 
y=a, cos u sin V +b, sin u cosv, | 
z=csin u. 


$385. Să se calculeze volumul corpului limitat de suprafața 
х== COSV, y=usin v, z=u—a cos р (и2>0) 


si de pianele х= 0, Х--а (а7>0). 
4388. Sá se demonstreze formula 


SDN л» tdxdydz] =. 


хиар 


= e fix, y 2, A 05+ (Ч & dx dy dz (t0). 


2:-ү 123213 
хуна ТЕ 
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Sá se calculeze, cu ajutorui formulei lui Ostrogrzdski, urmà- 
toarele integrale de suprafaţă: 


(5g 4387. f fx dy dz+ y? dx dz4-z? dx dy, 


5 


unde S este fata exterioară a frontierei cubului 0<х<а, 0<у<а, 
0<2<а. 


C 4388. | (x3 dy dz+y° dx dz+23dx dy,. 
ийг 

uude S este fața exterioară a sferei х2-- y z2—a?, 

4339. {уау dz--(y—z х) dz dx--(2 ху) dx dy, 

8 

unde S este fata exterioará a suprafetei 
x—y-z|-|y—2--x4-|z—x  y|—1. 

4399. Să se calculeze 


| {х cos a. y? cos f -- z? cos ү) 48, 
5 


unde S este portiunea suprafeței сопісе x? + y?— 2? (0 < z< Л), iar 
cosg, cosf, cosy sint cosinuşii directori ai normalei exterioare la 
această suprafață. 


Indicatie. Se va adăuga portiunea planului 
2-0, + 218, 


4391. Sá se demonstreze formula 
dz ds dt 3$ 
$6586 41 CC costi, n) dS, 
иг: 8 


” 
unde S este o suprafaţă închisă care márgineste volumul V, n este 
normala exterioară la suprafaţa S în punctul curent al ei (E 1, 5), 


ir = Vei (пу). (6—2), iar 7 este raza vectoare care uneşte 
„punctul (x, y, г) cu punctul :£, л, 9) 


4392. Să se calculeze integrala lui Gauss 


"HE з 
Ls, y, z) (528659) as, 
5 
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imolă închisă si à, mărgini olumul 
unde S este suprafața simplă închisă şi netedă, mărginind v Y Să se demonstreze cá dacă u este o funcţie armonică in 
domeniul finit şi închis V, mărginit de suprafața netedă S, atunci 
sînt valabile formulele : 


a) N 8: 08-00: 


b) ! | | B. БЕСІ dx dy dz= ! uS qs, 


3 
unde n este normala exterioară la suprafaţa S. 


Să se demonstreze folosind formula b) că o funcţie armonică 
în domeniul V este unic determinată de valorile sale de pe fron- 
tiera S. 

4396. Sá se demonstreze cá dacá funcția u=u (x, y, 2) este 
armonică in domeniul finit si închis V, mărginit de suprafaţa 
netedă S, atunci 


п este normala exterioară la suprafaţa S într-un punct al ei 
(15, 7 este raza vectoare care uneste punctul (х, у, 2) cu 
punctul (& т, Q, iar r= Их) +y) -&-2- 
Se vor deosebi două cazuri: | ne | 
a) cazul cînd suprafaţa S nu înconjură punctul (x, y, 2); 
b) cazul cînd suprafaţa S înconjură acest punct. 
4393. Să se demonstreze că dacă 
Ou gu, ди 
Auc geta да 
Si S este o suprafaţă netedă care limitează volumul finit V, atunci 
sint valabile urmátoarele formule : 


a) Ma S- 1| au d ay az; 


9 Цэ ө-ЦИ Ч 4 өв, 


Au Au ae dy dz, 
у 
и fiind о funcţie continuă împreună си derivatele Ба parţiale de 
ordinul al doilea inclusiv în domeniul V+S, iar п este derivata 
după normala exterioară la suprafaţa S. | | | 
4394. Să se demonstreze a doua formulă a lui Green in 
spatiu 


, >> 
пез аа реа үз айе 
S 


unde г este raza vectoare cu originea in punctul (x, y, z) al 

domeniului V şi extremitatea în punctul (Е, 7, ©) al suprafeței 
Zu. D. 073 A 77729 а ps Ч 

8, r= Пех) туў (6—2), iar n este vectorul normalei ex- 

terioare la suprafaţa S în punctul (E, 7, C). 1 

4397. Sá se demonstreze că dacă u=u (х, у, 2) este o funcție 


armonică in interiorul sferei S de rază R cu centrul in punctul 
(Xo. Yo, Zo), atunci 


11! Ве 20 dx dy dz = VS аа dS, (x m zdaje 3 88 \ 
y р Sju vij 


(teorema mediei). 

4398. Sá se demonstreze cà functia u=u (х, у, 2), continuă 
in domeniul mărginit şi închis V şi armonică în interiorul acestui 
1 _ domeniu, nu-şi poate atinge valoarea maximă sau minimă într-un 
punct interior acestui domeniu dacă această funcţie nu se reduce 
la o constantă (principiul maximului). 

4399. Un corp V este cufundat în întregime într-un lichid. Să . 
se demonstreze, plecînd de la legea lui Pascal, că forţa u pe care o 
xercită lichidul asupra corpului de jos în sus este egală cu greu- 
atea volumului de lichid deslocuit şi este orieritată vertical in sus 
legea lui Arhimede). 


5 
e volumul V este mărginit de suprafața S, n este direcţia 

im С exterioare la suprafața S şi u—u(x, y, 2), U—v (x, y, 2) 

sint functii de douá ori derivabile in domeniul V--S. 1 ki 
4395. Vom spune cá functia u=u (x, у, 2), avind in dem 

anumit domeniu derivate parţiale continue pînă la ordinul al doilea 

inclusiv, este armonică în acest domeniu dacă 

ёш бшп, дш 

ди t Буг" 5 . 
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este un cîmp vectorial continuu derivabil, scalarul 


> э ёа, a, да, 
d тшоҮйзэ---4---5д2.2--2 
iva a ax ava 


4400. Fie S, o sferă variabilă (E—x) -5(1—Y) + (&—2) =e, 
iar fŒ, 7, ©) o funcţie continuă. Sá se demonstreze cá funcția 


1 РЕ тъ 0 
и (х, y, 2, $-1 X an 48, 


se numește divergenfa acestui cîmp. 
St 


Vectorul 
verifică ecuația undelor 


ди ‚ди, ӧи gu і 


дх? дугаар 


= 
1 

ta. v 2 9 
ТОЇй-Үха-|32 
ü fai 3 
şi condiţiile initiale : X» 


E 
B 


ouj 2 
n 279 dt mo >, 2). se numește rotorul cîmpului. 


3°. Fluxul unui vector printr-lo suprafață. Să presu- 


UR Е : p: 
Indicatie. Se va exprima = printr-o integralá triplá. punem cá vectorul а (г) generează in domeniul о un cîmp vectorial; numim 


* atunci fluxul vectorului printr-o suprafață dată S, din 9, în sensul indicat de 


25: 
" versorul normalei л (cos о, cos £, cos ү}, integrala 
S 17. Elemente de teoria cîmpurilor м 
{фал 48-1 S (a, cos a+a, cos g-- a, cos Y) 48. 
э э э э 9 S ^ 
1°. Gradient. Dacă u(r)-u(x, y, 2), unde r=xi+yj+zk, este un 
cìmp scalar continuu derivabil, numim gradient al acestui cîmp, vectorul 


ди» диз Qu? 
эт- ЇЄТт- ЈА k 
е gradu дх tal д2 


9,29 


Эдэ > à Ё 
sau, prescurtat, grad и= Vu, unde v —i a Tj s + Gradientul cimpului u 


i i irecti i fata de 
unctul dat (x, y, z) este orientat dupá directia normalei la supra 

nivel и (х, у, мн [he trece prin acest punct. Acest vector dá pentru 

fiecare punct al cîmpului viteza maximă de variație a funcției п in mărime 


н. 


Formula lui Ostrogradski devine in transcriere vectorială: 


ээ - 
| {ап 48-1 | f aiv a dx dy dz, 
s V 

4 
unde S este suprafața care márgineste volumul V, iar n este versorul normalei 
exterioare la suprafata S. 
4. Circulatia unui vector. Numim integrala liniară a vecto- 


> > 
. rului a(r), luată de-a lungul unei curbe C (lucrul mecanic al pen 
numárul 


> > 
edes { ааг 4 а dx a, dy +a, dz. 
irecție si sens. 


С C 
> 
Derivata cimpului u după o direcție oarecare Í {cos«, cosg, cos y} este: Dacă conturul C este închis, бїл йн не Sin — 
E э 
95 на m ёи COS «4 Es cos 84 да соз Т. . torului a de-a lungul conturului C. 
9! дх ду 02 


Transcrisă vectorial, formula lui Stokes devine 

22, Divergenta si rotorul unui cîmp. Dacă B S od 

Ri adr =È rotas, 
5 


> э > 
д(гу=а„(х, y, 2) 1+а„(х, у, 2) Ј+а, (х, y, 2) К с 
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unde C este conturul închis care mărginește suprafața S, iar direcția nor- 


3 

malei n la suprafața 5 trebuie astfel luată încît, pentru un observator care 
s-ar afla pe suprafața S cu capul îndreptat după normală, sensul de parcurs 
al conturului C ar fi cel invers sensului de mişcare al acelor de сегѕогпіс 


(pentru un'sistem de coordonate drept). 


5°, Cimp potential. Dacá cimpul vectorial 
unei anumite funcții scelere и: 


ээ К 
а(г) este gradientul 


> 
grad u=a, 


el se numeşte cîmp potențial, iar mărimea u se numește potențialul cîmpului. 
Dacă potențialul п este o funcție uniformă, atunci 


>> 
( adr=u (B) – и (А). 
АВ 
3 
In particular, circulația vectorului a este în acest caz egală cu zero. 


3 
Condiţia necesară şi suficientă pentru ca un cîmp а, definit într-un 
domeniu simplu conex, să fie un cîmp potențial este ca să fie satisfăcută 


ES 
condiția rot a=0, cu alte cuvinte un astfel de cîmp trebuie să fie irotational. 
4401. Să se айе mărimea şi direcţia gradientului cîmpului 


п==х?-Е2у?-„ 322 + xy + 3x — 2y—6z în punctele: а) О (0, 0, 0); 
b) AG, 1, 1) si c) B(—2, 1, 1). In ce punct este gradientul egal 


cu zero? 
4402. In ce puncte ale spaţiului Oxyz este gradientul cimpului 
п=х34-у34-23—3ху2 


а) perpendicular ре аха Oz; 
b) paralel ctt axa Oz; 

c) egal cu zero? 

4493. Fie dat cîmpul scalar 


u= m . 
Р 


unde r= V ay. 4-(y by --(z сү. In ce puncte ale spaţiului Oxyz 
are loc egalitatea 


[grad u| = 1? 


44)4. Să se construiască supratetele de nivel ale cîmpului 
scalar 


a= Vip pr EFS + Ver pr 2—89) 
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- Să se determine suprafața de nivel care trece prin punctul M (9 


12, 28). Care este valoarea lui i 
e { i max п їп domeniul x?4- y?-- 22 
4405. Să se determine unghiul o dintre gradienti Ried. "T 


зэр х 
х?-у?-+-2% 
in punctele A (1, 2, 2) si В(—3, 1 
4496. Fie cîmpul E ai Дх 
и = e E o . 
: Vx24y24-22 
ă se construiască supraf i i 
care чаа ар. s i i зш S ROOMS pee 
Se determine i inf | gi 
227 To. infu, supu, inf|grad u|, sup|gradu| in 
97. Să se determine cu aproximatia unor infiniti mici de 


ordin superior, distanța ї 
[eque iran cat n punctul M, (Xo, yo, Zo) între suprafeţele 


u 


u(x, y, 2)=с si u =с4! 

unde u(yg, Xo, 20) =с. 1 мааа: 

4408. Să se demonstreze formulele ; 

а) grad (u+-c)=gradu (c — constant); 

b) grad cu=c grad u (c — constant); | 

с) grad (и - v) — grad u + grad v; 

d) grad uv=v grad u4-u grad v; 

е) grad (12) —2u grad u ; 

f) grad f'(u)- f" (и) grad u. 

К. =н. = а) grad r; b) gradr?; c) grad 
7 4410. Să se calculeze grad f(r), unde r—]|'x?4- y+ 22, 


unde 


4411. Să зе: сг 2 
ЭР Să se afle grad(cr), unde c este un vector constant 
“iar г este vectorul de poziţie. | 


4412. Sá se айе m făt A 
3 Sa grad {|c Xr A 
4413. Să se nde d un (c estàun vector constant). 


ôf 
grad f(u, v)= eu grad и-- 5, grad р. 


E — Culegere de probleme si exerciţii de analiză matematică 


РЭ 
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; f 1 4421. Să se “demonstreze prin calcul direct că divergenfa 
4414. Sá se demonstreze formula 


3 
vectorului a nu depinde de alegerea sistemului 
coordonate. 


4422. Să se demonstreze că 


rectangular de 
V? (uv) = UV2V +-UV2u4 + 2VUNv, 


unde 


diva(M)— li 1 (апа 
а(М)= lim --1|ала8, 
Um d($50 V “у 


unde S este suprafața închisă: care înconjură punctul M si care 


e 
închide volumul V, n este normala exterioară Ја suprafaţa S, 
iar d(S) este diametrul suprafeţei S. g 

4423. Să se айе 


7 ad E 


4415. Să se demonstreze cá dacă funcţia и ло д яв 
derivabilă in domeniul convex 9 şi grada EM, QS o ешь 
stantá, atunci oricare ar fi perechea de puncte A, 9, : 


|u (А) —u (B) | < Me (A, B), 


= 2 È 
© / 
unde e(A, B) este distanța între punctele A si B. х? у 2 davl ð 2 2]. 
4416. Să se calculeze derivata cîmpului u= —- + - + g ёх бу 02 
3 > 
într-un punct dat М(х, y, 2) după direcţia vectorului de poziţie r © 0, 0, 


al acestui punct. m ү 12 Ex 
In ce caz este această derivată egală cu mărimea gradien 
tului ? 


A : й. ioci 
4417. Să se calculeze derivata cimpului u= —-' după direcţia 


.. 4424. Să se demonstreze că 
Ра Г: 5. » 5 х m 
а) div (a+b)= diva + divb; b) div (uc) —c grad п 
—— —À——35 (c fiind un vector constant, и un scalar ). 
1 A VF y Z. 
1 {соз ж, соѕ В, cosy}, unde г= |х A 
In ce caz este această derivată egală cu zero? n" 
4418. Sá se calculeze derivata cîmpului п=п(х, y, 2) după 
direcţia gradientului cîmpului v=v (х, y, 2). 4 
In ce caz este aceastá derivatá egalá cu zero? 


3 
C) div (ua) u div а+а grad u. 
4425. Să se calculeze div (grad u). 


4426. Să se calculeze div [grad f(r)], unde r= Мут 22, 
. n се caz este div [grad f (r] -0? 


E A 


л " " ER: " F4 
4419. Să se reporteze la triedrul i, j, & cîmpul vectorial 7 4427. Sá se calculeze: 3) divr; b) div E 
E Е M 
пс x grad u, < 4428. Să se calculeze div [/(r)c] unde c este un vector 
dacă constant. ; 
acă 


z X 3 T: 
u=arctg ys şi c=i+j+k. 


ЗЭР 4 : ial- 
442). Să se determine liniile de cîmp ale cîmpului vectoria 


1: 4429. Sá se calculeze div [/ 

j-acestui vector пша? 

— 4430. Să se calculeze: а) div (и grad u); div (и grad v). 
4431. Un solid se roteşte în jurul axei Oz 


, in sens invers 
ensului de mişcare al acelor de ceasornic, cu viteza unghiulară 


3 
(r)r. In ce caz este divergenta 


=» > =+ 2 
а=хі+уј--22К. 
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» 
constantă w. Sá se afle divergența vectorului viteză v si а vecto- 


нь 
rului acceleraţie w în punctul М(х, у, 2) al spaţiului, la un mo- 
ment dat. 


4432. Să se calculeze divergenfa cîmpului gravitational gene- 
rat de un sistem finit de centre de atracție. 
> ээ 
4433, Să se айе expresia divergentei vectorului plan a—a (r, «) 
în coordonate polare г şi Ф. 


ET 
4434. Să se exprime div a (х, y, 2) in coordonate rectangulare 
curbilinii п, о, w, dacă 


х--Г(Ц, v, ш) y—g(u, v, ш), z=h (u, v, ш). . 


э 
Să se obţină ca un caz particular expresia lui div a în coordonate 
cilindrice şi coordonate sferice. 


3 
Indicatie. Se va considera fluxul vectorului a prin paralelipipe- 
dul infinit mic mărginit de suprafețele u=const, v=const, w=const. 


4435. Să se demonstreze că: 
> > > > 
а) rot (a+b)=rota+ rot b; 
= > ә 
b) rot (иа)--и rot a + grad u ха. 
> > 
4436. Să se calculeze: a) rotr; b) rot[f(r) r]. 
> > > > 
4437. Să se calculeze: а) rotcf(r); b) rot[cx f(r)r] (unde 
C este un vector constant). i 
> ә > > > > 
4438. Sá se demonstreze cá div (ax bj—b rot a—a rot b. 
> 
4439. Să se calculeze: а) rot (gradu); b) div (rot a). 


4440. Un corp se roteşte în jurul axei / ( cos c, cos, cosy | 
cu viteză unghiulară constantă e. Să se calculeze rotorul vectorului 


viteză M în punctul spaţiului M (х, у, z) la un moment dat. 
3 : 


4441. Să se айв fluxul vectorului r: a) prin suprafața laterală 
a conului x2--y? 27 22 (0.272. h; b) prin baza acestui con. 
- 2-3 + — 
4442. Să se calculeze fluxul vectorului a = iyz +jxz + kxy: 


a) prin suprafaţa laterală a cilindrului x? + у? < a?(0 <z <£ h); 
b) prin suprafaţa totală a acestui cilindru. 
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4443. Să se calculeze fluxul vectorului 


14: 24 1 
suprafața de poziție r prin 


z=1— V2} (02221) 


4444. Să se calculeze fluxul vectorului ахї +92] + 2 


prin octantul pozitiv al sferei x?-- y?--22—1 (x >0, y>0, 20) 
4445. Să se calculeze fluxul vectorului a= yi +2) 4-xk, prin 


suprafaţa totală a piramidei limitată de planele x— = = 
x+y+z=a (a>0). ама em we 


Să se verifice rezultatul, aplicind formula lui Ostrogradski. 


4446. Sá se demonstreze cà fluxul vectorului a prin supra- 
h „ы i 
fata S, dată de ecuația r—r (u, v) ((u, v) €9) este egal cu 


y an dS = N a ЕЗ 2) du dv, 


3 
unde л este versorul normalei la suprafața S. 
à 
х - r 
4447, Să se calculeze fluxul vectorului а=т тг (unde m este 


o constantă), prin suprafaţ 
donatelor. 


4443. Să se calculeze fluxul vectorului 


a închisă S care înconjură originea coor- 


n 


a(r) = У grad [- ч; | 


А1 4 
prin suprafața închisă S care înconjură punctele M, (i—1, 2,..., п), 
unde e, sint сопѕіапіє, iar г, Sint distanțele punctului M, (izvoarele) 
la punctul curent М (7). 
4449. Să se demonstreze că 


1(248- V veu a ay аг, 


5 V / 


unde suprafața S închide corpul V. 


MMC] 


E 7 A е Bi. dx LEMEN 2 A CIMPURILOR 
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Sá se determine: 1) cantitatea de lichid Q 
închis C, contur care limitează domeniul S 
circulaţia T a vectorului viteză de-a lungul 
verifică funcţiile и şi v dacă lichidul este 
este irofational? 


4457. Să se arate că 
» 


1 á i itatea de timp 
3 titatea de căldură care trece în unitatea 
prin ае suprafaţă dS, aflat în cîmpul temperaturilor и, este 
egală cu 


care trece prin conturul 
(debitul lichidului); 2) 
conturului C. Ce ecuaţie 


incompresibil şi fluxul 
5 
dQ= —kn grad и dS, 


me ibili icá interioará, iar * sk 

unde К este coeficientul de conductibilitate termică interi a—yz Qx t y-cz) іх (x4-2y--z) j+ xy GF y 4-22) k 

este un cîmp: potential si să se determine potenţialul acestui cîmp, i 
4458. Sà se determine potentialul cimpului gravitational 


M este versorul normalei la эрэг S. ole зэс cantitatea 
ăldură acumulată de corpul V în unitatea imp. s 
xe de creştere a temperaturii, să se deducă ecuaţia pe care o 
satisface temperatura corpului (ecuația căldurii). d 

4451. Un lichid incompresibil in mişcare umple volumul V. 
Presupunind cá în volumul V nu există nici izvoare, nici puțuri, să 
se deducă ecuația continuității 


- - 


п 
а= —Ё, 


creat de masa т, situată in originea coordonatelor. 
4459. Sá se determine potenţialul cimpului gravitational pe 
care-l creează sistemul de mase mi 


РА "T (1-4, 2,..., n), situate in punc- 
d div (pu) —0, tele M; (i—1, 2,..., n). ? 


unde p—p(x, y, 2) este densitatea lichidului, v este vectorul viteză, 
iar f£ este timpul. 


Indicatie, Se va considera fluxul lichidului printr-un volum oarecare w 
conținut în V. 


4460. Să se demonstreze că 
continuă şi uniformă, este un ci 
tentialal acestui cîmp, 


4451. Să se demonstreze formula 
eiecit] -- 00 но) © * T «эшш, 


unde S este suprafaţa care limitează volumul V, n este normala 
exterioară la suprafața S, iar r este distanța dintre punctele 
Р(х,у, 2) şi QŒ, т 9. 


+ 
а= frr, unde f(r) este o funcţie 
mp polential. Sá se calculeze po- 


> > 
4452. Sá se calculeze lucrul mecanic al vectorului а =r de-a 
E E 
lungul elicei Pia cos f+ ja sin t-- bt (0 £t £27). 


- + 
á i torului a—/(r)r 
4453. Sá se calculeze lucrul mecanic al vectorul 
de-a lungul arcului AB, unde f este o funcţie continuă. 
4454. Să se afle circulaţia vectorului 


E > - + 

"а= — yit xj4 ck 
(с este constant): a) de-a lungul cercului x?--y?—1, 2=0; b) de-a 
lungul cercului (x—2y --y?—1, 2=0. 


4462. Să se: demonstreze cà dacă a=grad ü, unde 


-i(n " 
P 3 u(x, y, 2)= Za Sff dz 
4455. Să se calculeze circulaţia Г a vectorului a = grad (arctg 4 
de-a lungul conturului С în următoarele două cazuri: а) C m 
înconjură axa Oz; b) C înconjură această axă. | | 
4455. Fluxul stationar plan al unui lichid este caracterizat prin 
vectorul viteză 


şi 


r= Пху 2, 


atunci 


5 
div а= р(х, y, 2) 


= u(x, y) ib (x »j (în ipoteza că integralele respective au sens). 
NE E f + a 
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Capitolul I ` 


< Д 


= 54180, 21. A doua. 32. Douá zecimale. 33. Nu i 
E 9.9102 cm? L S < 10,0902 cm?; 32 0,0902 cm? ; ò< 


Ї mă 3: 5.21,38|, 36, 8 23,050], 
Я 1 . 3,93 g/cm +0,27 g/cm? ; б! А 052, 
d us [Twy DAD? “12: V-—192,660 m3--20,982 т; à 


У 1. 
$ | LI! b) 
212,290. 38. Аг20,17 mm. $9. 3<0,0005 m. D. a М = 


Fas lge 

N> | 2-с) d) N7-1:0,998 Tai 

b) мэ 89 м 101. 46. 0. 47.0. 48. 0. 49. 97 59. т-а: 51-7" 

să g | & Р " 1112 

1. 53, 1. ба, -5--55. 9 58. 1.57, 2. 67. a) A doua; b) prima; 

ун ин 20 92. Este egală cu 1 dacă 0220 şi poate 

c) a doua. 73. e—2,71828 . . . 92. eA UA оз h- 
avea orice valoare sau poate să nu existe c 

ит 1.98. х 100077. до.1055, 99. x, x,— 

=1 5° 9T. 00—50° 98: ою 7 71000107 10.1 198.0: 

1 Е 2. —1; 1-2: 0; 1. 103.0; 

- 120. 100. x,,—-20. 101. 0; 155 1. 10 3 heir 


Iu NE и 
0;2.104. —4;6; —4; 6.105. —:—-: саг аш 1. 


242330 1g +- 43. a) NE; 


t. 
Мэр 


бх 
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+ 00; — 00; +. 107.—со; —1; — со; — c». 108. 0; + оо; 0; + о. 
109.— cc; + co;— co; +o. 110. — 5;1,25;0; 0, 111.—-1-: 1.112. 
(6+5): 113. 0; 1. 114. 1; 2. 115. 0: 1. 116:0; 1. 117. 


TN }...10. 118. Toate numerele reale cuprinse între O si 1, 


: 1 
CNN X 

inclusiv ultimele. 119. 1; 5. 120. a; b. 127. a) Este divergentă; 

b) poate să fie atit convergentă cit divergentă. 128. a) Nu se poate; 

b) nu se poate. 129, Nu. 130. Nu. 144. a) 0; b) 0. 147. In 2. 148. 


-$ (a-- 20). 151. — © &x« 4- co, ха 1. 182. -оо«х2-(3Я 
02х23. 153. -12х21 si x—2. 154.3) [x | 92; b) x2. 155. 


4km? Lx L (2-12 (8-0, 1, 2,...) 156. 112] si 


гэ 2 | ; 
[ака ат) (к=1,2,...). 187, ue 
C86 —3ÀX€ app m0, 1, 2,...). 158. x0, xsén(n—1,2,..) 
159.— -3- 2x1. 160, rr (60, +1, +2,...). 161. 


(8-2) (2-3) 

10 27 seein (K—0, 1, +2,...). 182. х= —1,—2, —5,... 

şi х0. 163, x<0, хз —п(п=1, 2,...). 164. 1<x 22, 165, x= 
1 


= 70 2,60. 166, -12х22:02у214- 167. 244 


2758 (8-0, £ 1, +2,...); — o « yz iga. 168. 
—o«x«- 00; 0yz. 169, 12x 2100; -- yz. 170. 
xL unde p si q sînt numere întregi; у= 1. 171. Р--20-- 


-21-4х (0<х< л); 5-х (1-2) раа 172. a= 


й 


| = 1100—96 соз х(0<х<=); 5—24 sinx (0x2. 173, S= 21. 


: x х2, dacă 0.2х22557: 8-1 [х— ЭГ) ‚ dacă 0 «хє 2+0; 
= h m rz dacă Til exea. 174. m (x)«0, dacă -o <x<0; 
„m(x)==2x, dacă 0-2х221: m(x)—2, dacă 1<x<2; m (xj—3, dacă 
22x23; m(x)—4, dacă 3-0х-14-со. 178. Бу--(122уг24). 179. 

‚—(1<у<3). 189. E,- (0«y«1). 181. E,— (1 < |y] <+ co]. 182, 
„= (Ly 22). 183. a« y« b, pentru ab, şi b« ya, pentru al. 
L 1<y< + o. 188.0» y» — o şi +%>у>1. 185, 0«y zz... 187, 


X 
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+o y» — o. 188. 0<у<-- şi 3-22 «2. 189. 0; 05 0; 0; 24. 
193. 0; —6; 4; 191. 1; 1 31 2. 192. —1; 0; 1; 2: 4. 193. 1, 
1+x -х 2 х-1 1-х ES "T эй 
i-r Sii" DEX' FRI des ЭР” а) /(х)=0, dacă x 1, х=0 si 
х-1: f(x)>0, dacă tite le şi 0<х<1; 570900, dacá 
—1<х<0 şi b Cas b) ғ 0, dacă х= +1 ; f(x) 50, dacă 
zn a Cep cua 0,1,2... Js f(x)<0, dacă 
1 E : 
ZE șa << 19 —sa XX — эрү 1 0,1,2...) с) f (x) =0, dacă 
х20 si х=1; f(x)>0, dacă pon 7(х)<0, Че tera Fe; 
195. а) a; b) 2x-Hht: c) а, 2—. 197. f(x) шэн [ei 
70) =2 2. 103. f(9- + mers f(-)0-—$:/(0,5- 
= 211.199. (у= 2x3— LE 2 x--2. 200. fiM s „2%. 228. 
a) е. ерене, (к=0, +1, 42...) );b) l<x<e; (56 х 


(4-0, 1,2,... ). 205. а) z=x+y; b) m c) 2= 122. H ;djz- 
-ia 239. e (e (X) =x, ар (р (х))==2°; e Qr 09) = 225; 0р (Ф (х))= 


—2*. 207. e (e (x)=sgn x ; Y (y (x))=x (x#0); e (4 ( ze): 
Ed E 9? (e Ge? Cor w pă х) ар (х); ч Gp (х) = (0 ())=0. 


209, — CI x. 210. f (9) = ——-:211. x?—5x4- 6. 212. x?—2. 


Tnx 
213. m: .221. a) Creste сав si беседе pentru a<0; 
b) pentru. а>0 descreşte în intervalul [79 — 3] şi creşte în іп- 


tervalul - зы : ер c) creşte; d) pentru ad—0c7»0 creşte inin- 
tervalul Б (=. to] e) creşte pentru a>1 şi des- 
„creşte pentru O<a=<l. 258 Este posibil dacă baza logaritmilor este 
mai mare decit !. 224, 135 Nep to o»). 225. a) —|' у (02у- 
< + оо); b) Гу(02 e HAN 228. 13209 —1). 227. а) -V EF у 
(oy Z1, b) [1—92(0.у.1). 28 arsh y = In (у + V147 
(— «x«t оо), 229. arth yl In L2 Z(—1 < y < 1). 239. x—y, 


daci— o <у<1; ху, dacă { муш 1б; x—log; y, dacă 16<у< 
<с оо. 231. a) Este impará; b) este pară; c) este рага; d)este 


ЭР 


sT; b) =; C) =; ; d) =). а Уз 
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impará; e) este impará. 233. a) Este periodică; Т-28, ; b) este pe- 
riodicá, T—2; c) este periodică, T—67:; d) este periodică, Т=т; 
е) nu este periodicá; f) este anc Tm; 9 nu este periodică; 
241. t= 125; x-—34 m. 243. у= д. 
9 km, 36 km. 251. х=; уу = 
ab — ab, с 

2 


bi 
n DEC: (0:0- 


h) nu este periodică. 
e a 


Jo .244. y-x — 


xay: 
- 229. p-P (v0). 253. -k iom = 


1 
--аб,), xy— 4 . 254. y-i 0.287. A— [а24-02; sin xy = — 29 
COS Xp — 53, y- data x; dacă! х—тК\ 25 şiy= cf , dacă 5 < 
«| |а| 55 (k= 0, +1, +2,...). 357. a) у= rd х1); b) 
şi c) y=x?, dacă х0; у= 0, dacă х<0; d) y—x, dacă x<0; 
у=х*, dacă х0. 353. a) у=1; b) у= 1, dacă 1. 1x13; y=0, 
dacă |x| <1 sau |x|—]/3;c) y- 1, dacă | x| z1;y-2,dacá |х |21; 
d) у= —2, dacă |x! 2; y-2—(2—x27, dacă x Z2. 359. Pentru 
x«0 avem: a) 1) /(х)=1+х, 2) f(x)=-(1 +x); b) 1) f (x)= -2x-x*: 
2) /(х)--2х--х2: c) 1) fo) х, 2) /(5)--41-:х:4)1)7(3)- 
= —sinx, 2) f(x)—sinx; e) 1) f(x)—e-, 2) f(x) ех; f) 1) 
f(x)-1n(—x), 2) f(x) — In(—x). 360. а) х---- p b) x=}; 
с) х=”; d) хет (k=0, +1, 3-2,...) 361. a) (xo ax,-4- 5), unde 
Xy este oarecare; |. 2); C) (Ху, yo), unde xy — 3; Și »=ах}+ 


Зефхф--сху--4: d) (2,0); e) (2,1). 372. Rădăcinile sint: — 1,88; 
0,35; 1,53. 373. 2,11; —0,25; —1,86. 374. 0,25; 1,49. 375. 0,64. 
376. 1,37 ;-10. 377. —0,54. 378. 0; 4,49; 7,73. 379. хү== — 0,57, 
у= —1,26; х= —0,42, y5—1,19; х, 0,46, Уз--0,14: x,—0,54, 
yi —0,68. 390. 3 2 —130, A 9,91; X4 — 2,30. ya=9,74; Хз== 
= — 0,62, уз = — 9,98; х; = 1,62, х, — 9,87. 382. a) In 
general nu; b) da. 385. Márginit superior si wr in- 
ferior. 387, 7 (a) şi f (0). 388. 0; “95, 389. 0; ^ 390. 0; 1. 391. 
2; +оо. 8392. —1; 1. 393. -12: VZ. 394. 4:4 395. a) 0, 1: 


b) 0: 2. 398. 0; 1.397. а) 8; b) RE c) 0,08; d) 0,008. 338. a) 


;e) TG 6. 10. 414. 
IR ЗГ 


d am(n—m) 415. 5”. ap 


, 
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о. 10 6 
aL) qn, Em TED, 428, "55. 429, x--5.490. ajax. 
m 1. 432. 4. 433. 27 im 434, 2 2 (зэл. (488: (487, iom 

AAT, Fr 1/449. 12 
— 2. 489. pz 0 Б “Гн 442, 40443: g M. T 
Яла. 2 E 

—2. 646. 7 208 з 2 28 14 44450: 2..451. — L. 452. 
g Pus i sa За Z. 458. „487, şi but 458. 1450. 
m n m 2 

— 1. 490. 1. 461. 2. 462, 2. 463. $ M 1:465. Maru. 
Бал). 490. 2". 467. 2n. 408. lim x,— оо, lim = — $. 459, а= 
-1, б=—1. 410. ai il; т4 0-4, 2. "m. 5. 472. 0.473. 
{= y T. (415 vici 416.2. (471. KELT 1.479. i. 


г 423. (3) 424, 5523) „428, 7 „428 


ча 4 
480. 2, 2 сов 4 :483. sin (384 РЕТТЕ $ pă 0, £1,...). 


Р 


g sina 


4855-2252 =й, unde f este intreg). 486. sin să [а (204-1) 5) 
К k este intreg) (4 487. -E (а52 кт, unde k este întreg). 


c3 — sin a. 489. cadi ert 5, unde k este 


sea (291 ат,“ unde А este "8 492. 3 sin 2a. 
^ [44 


sin? o 2 x 

93:73. 194, 14. 495. iv 490. —24. " uen ast (2+1) 7, 
unde k este întreg]. (49873 7 CE т 502.2 
Bi. 


593) 0. 594. 3. 595, 0, (506: 8) 5 
599. 0. 519, 0: сар 1512 v8 4: 


518. e-l.i 5519. li 52. estea (355 fex, k — 


533. 


=-. 532. 0. 
а ^ 
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537. — "E^. 538. у. 539,(5|. 540. n. 541. Ina. 542. ач 


543. a^lnea. 544. е2, 545. 3. 546. e2. 547. 1. 548. $c. 549. 
a'na, 550. avi a. 551. e-e+b, 552. Inx. 553. Inx. 554. Vb. 


-1 
555. l'ab. 556. /abc. 551. аварна, 558. sir ‚ 559. (In 3] 
A апа. 501. а) 0; b) 3. 562. 118. 563. — 112. 586.. а) 17 
3. 587. dà . 568. 0. 569. Ina?. 570. i. 571. i 572. — 2. 
2m 


M е2, 574. e^. 575. TE 576. 5. 577, 2sh 1. 578. 112. 579.1. 


ut п rid 
580. e*. 531. — =. 532, т + 583. — z 584. 7 . 585. Hu 
Раа 


eie gpi 983. g- 589. 1. 590 єє 591.0. 592. 0. 503. а) + co; 
54 . 594. "e b) 1. 595. а) 5; b) — 5. 596. а) 1; b) 0. 


2 
ме, а) 0; Ы) 1. 600. ; 2. 601. 0; (—1)^5 (=. 602. 0. 


603. D 694. 0. 605. 1. ^ie; 0. 613. b) у=1, dack | 1х|<1; y=0, 
dacá |x| 2 1. 614. b) у=0, даса 0.2х< 1; y-—L. dacă х= 1; 


586. 2, 


у=1, даса 1<х<+%. 615, у=—1, dacă 0<|х|<1; 
у= 0, dacă 1х1--1, у =1, dacă EREI 615. y-lx|. 61. у=1, 
dacă 02х21; у= х, dacă х>1. 618. у=1, dacă 0х1; у=х, 


dacă 1<х 2; у=, dacá хъї?. 619. у=0, дас ый» 
у=2]2, dacă x=2; y=x?, dacă x>2. 620. b) y=0, dacă 
azeri у=1, dacă x=(2k+1) 5 (t0, +1, +2,...). 
621. y=in2, dacă 02x22; утїйх, dacă х22, 622. y—0, 
dacă —l« x < l; y= 5 (x—1), dacă x 551. 7693. yel, s 
хд2-1: pesti, didi x»-—1. 024. j- -x pentru T y- 

pentru х=0: y—1 pentru x70. $25. i. 827. а) x хайх 


yex— b) y=x+4 pentru xo, y-x—3 pentru x-o»— 25 


c) у=: 4) у=х pentru х-»--оо, у--0 periu x-»-—co; 


Em 4 


кее 8 


i 
Ї 
1 


e) y=0 pentru x —— оо, у= х pentru x —> + ce i)y-xt$:g ye 
| à » 
+1. 628.0. 629. i. 030.955. 632. 1.633. 7. 634.214. 635. e. 


a 
Чийг л 1 


636. e 5.637. (1--/1--4а). 638. T 3-x—1. 639. 1—l/1—x. 641. 
2: b ; c) 0; d) 1; e) 2; £f) 1; g) 2881. 643. a) 1=—1, 
2 5. Ns 5, L b: с) 1-42, 1-6. 644. а) 1=—1, 1=1; 
b) 10, 1-40; с) 1-1, 1—25 d) 1-0, Lo o». 645. а) De 
inul întîi; b) de ordinul al doilea; c) de ordinul întîi ; d) de 
e al d. e) de ordinul al treilea; f) de ordinul al treilea, 


653. a) 2x; b) x; с) =: 95. 655. а) 3(x—1)5 b) 


2 H 
© х-45 d) &(х—1)% e) x—1. 656. а) х2; b) 2х2; с)х3: d) х". 


1 3 
3 3 1 (112 1p 11:31. 
es. а) (3 ot 9-1 o [3]. es. 33: 
1 : 1 
"EE pO Aa dius d 5 
b Valh ә ists 9 2 ® str. om а) oe 
< x <10,05; b) 9,995 < x «10,005; с) 9,9995 < x «10,0005; 
4) l'I0o—ecx«li00--e. 664. A55; а) А < 3.7 mm; b) A< 


«0,37 mm; c) A<0,037 mm. 655. 100 [1—107 9 * ^ —x«100 [1+ 
410-€*P; a) 81«x«121; b) 98,01<х-<102,01; c) 99,8001 


<х<100,2001; 4) 99,980001«::«7100,020001. 663. 5— min (i ар 


637. б=т z;0,001x2; а) 5107; b) 8я41077; c) 8541077. Nu 
se poate. 669. a)Nu se poate; b) se poate. 671. Nu; proprietatea 


că este mărginită în punctul х, 672. Nu; dacă funcţia f(x) este 
definită in intervalul finit (a, b), aceste inegalităţi sînt satisfăcute 
totdeauna; dacă cel puțin a sau b este egal cu simbolul со, 
lim| (х) [= ++. 673. Nu; uniformitatea şi continuitatea funcţiei 


хэ И n x ? 
i . 675. Este continuă. 675. Este continuă dacă А=4 şi este 
discantinte pentru x—2, dacă А;#4. 677. Este discontinuă pentru 
x--—1. 678. a) Este continuă; b) este discontinuă pentru x=0. 
679. Este discontinuă pentru x—0. 683. Este continuă. 631. Este 
continuă. 682. Este discontinuă pentru x=1. 683. Este continuă 
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pentru а--0 şi discontinuă pentru 0550. 684. Este discontinuă 
pentru x—0. 685. Este discontinuă pentru x=k (k fiind un număr 
întreg). 686. Este discontinuă pentru x=/2(k=1, 2,...). 687. 
х= —1 este un punct de discontinuitate infinită. 688. х= —1 este 
un punct de discontinuitate neesenţială. 689. х= —2 si x=! sînt 
puncte de discontinuitate infinită. 690. х=0 si х=1 sint puncte 
de discontinuitate neesentialà; x=—1 este un punct de disconti- 
nuitate infinită. 691. x —0 este un punct de discontinuitate neesen- 
На, x=kr (k=+1, -2,...) sint puncte de discontinuitate infi- 
. nitá 692. х= +2 sint puncte de discontinuitate neesentialá. 693, 
7 x=0 este un punct de discontinuitate de speța а dcua. 694. х= 


- (К= +1, +2,...) sint puncte de discontinuitate de speța 


їйї; х=0 este un punct de discontinuitate de speța a doua. 695, 
x - ОД (k=0, +1, +2,...) sint puncte de discontinuitate neesen- 
tialà, 696. x —0 este un punct de discontinuitate de speta' întii. 
697. x—0 este un punct de discontinuitate neesentialá. 698. x —0 
este un. punct de discontinuitate. de speța a doua. 699. x—0 este 
un punct de discontinuitate neesentialá; х=1 este un punct de 
discontinuitate infinită. 700. x —0 este un punct de discontinuitate 
infinită; x—1 este un punct de discontinuitate de speța a doua. 
701, x=kz (К--0, +1, 4+2,...) sint puncte de discontinuitate de 
speța întîi. 702. x—=k (k=0, +1, 4 2,...) sint puncte de disconti- 
nuitate de speța întîi. 703. х--(Ё--:1, +2,...) sint puncte 
. de discontinuitate de speța întii. 704. Funcţia este: continuă. 705. 
х= ln (n—1,2,...) sînt puncte de discontinuitate de speța intii. 
706. х---р (k— X1, -2,... sint puncte de discontinuitate de 
- speța întîi; х--0 este un punct de discontinuitate infinită. 707, 
: x- (k= +1,: +2,...) sint puncte de discontinuitate de 
speța întîi; х--0 este un punct de discontinuitate neesenţială. 


s 


708. x— Ger (k—0, +1, +2,...) ѕїлі puncte de discontinuitate 


de speța întîi; х--0 este un punct de discontinuitate de spefa a 


- doua. 709. x ti si x= үк (k—1, 2,... sint puncte de 


discontinuitate de speta întîi; х=0 este un punct de discontinuitate 
de spefa a doua. 710. х=} (к= +1, 
discontinuitate infinită; х--0 este un punct de discontintitate de 


+2,...) sint puncte de 
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speța a doua. 711. х-- (k=0, +1, +2,...) sint puncte 


(2+1) = 
de discontinuitate infinită; х--0 este un punct de discontinuitate 
de speța a doua. 712. х= +] п(п=1, 2,...) sint puncte de 
discontinuitate de speța întii. 713. x—0, x—1 si x—2 sint puncte 
de discontinuitate de speța întîi. 714. х=Кт (k—0, +1, +2,...) 
sînt puncte de discontinuitate infinită. 715. х= + [ez (6—0, 1,2,...) 
sînt puncte de discontinuitate infinită. 716. x— —1 şi x—3 sint 
puncte de discontinuitate infinită. 717. x—0 este un punct de 
discontinuitate de speta a doua. 718. х--0 este un punct de 
discontinuitate neesentialá. 719. х= +1 este un punct de disconti- 


nuitate de speța ний. 720, y=1, dacă Ozx<1; ye, dacă x=1; 


у=0, dacă x71; x—1 este un punct de discontinuitate de speța : 


inti. 721. y--sgnx; x—0 este un punct de discontinuitate de 
speța întîi, 722. y—1, dacă |х| 1; y—x?, dacă |x|>1. Funcţia 
este continuă. 723. y=0, dacă хэ л, у=1, dacă х= п (k= 
—0, +1, t2,..); х= sînt puncte de discontinuitate de speța 


їй, 724, y—x, dacă |х-41«255 y— 5, dacă ха y=0, 


dacă 15-ке «5 (к=0, +1,...); х= sint puncte de 
discontinuitate de speța шїї. 725. у- х dacá kx: 


y-—— x, dacă kn f xn HT; у=0, dacă х= е + 
+3 (k=0, +1,...); x=% 


-740 sînt puncte de discontinuitate de 


speța întîi. 725. y=x pentru x<0; y=x? pentru х`>0. Funcţia 
este continuă. 727. y=0 pentru x <0 si y=x pentru x>0. Funcția 
este continuă. 728. y=—(1-+x) pentru x<0; y=0 pentru x=0 
şi y=1+x pentru x>0; x=0 este un punct de discontinuitate de 
speța întîi. 729. Nu. 730. a=1. 731. a) Funcția este continuă; 
b) x ——1 este un punct de discontinuitate de speța íntii; 
с) X—-—1 este "un punct de discontinuitate de speța 10: 
d) х=К(К=0, +1, +2,...) sint puncte de discontinuitate infinită ; 
e) xk(k=0, +1, +2,...) sint puncte de discontinuitate de 
speța а doua. 732. d— —х pentru — co «x«0; 4-0 pentru 
022х2114-х-1 pentru 1«xzi d—2—x pentru 4«х«2 
4-0 pentru 2г21х223:4-х-43 pentru 3«x« +. Funcţia este 


continuă. 733. S--3y— £ pentru Ozzy <l; S= i + 2y pentru 
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5 
1-2у222: 8-8) pentru 2<y <3; 8-3 pentru 3<у< + co; 
funcţia este continuă; b=3—y pentru Ocyzl; b=2 pentru 
1<yz2; b—1 pentru 2<y23; 6-0 pentru 3<p<-+o; 
x—2 şi x—3 sint puncte de discontinuitate de speța întîi. 735. Este 
SUUS садар хэ 0 şi continuă pentru x—0. 737. Este 
iscontinuá pentru toate valorile negative si pozitive ale variabilei. 
1 738. f(0)—0,5. 740. a) 1,5; b) 2; с) 0; а) е; е) 0; 9 1; g) 0. 
741. а) Da; b) nu; 742. a) Nu; b) nu. 743. Nu, de exemplu: 
1 109--1, dacá x este rational, şi /(х)= —1, dacă x este irational. 
: 744. a) f (g(x)) este continuă, 8(/(х)) este discontinuă pentru 
: x—0; b) f(g(x)) este discontinuă pentru х= —1, x—0 si x—1, 
_ £g(f(x)-—0 este continuă; c) FEW) şi g(f(x) sint continue. 
745. Јох) =х. 759. x= ZEL; а44-0, 760, x=y—k, dacă 
e "rows (К=0, +1, t2,.... 764. f(f(x)mx. 787. x= 
=y 0 z yo): xely Qa y +). 768, x-1—l/i—y 
(—®=<у&1); x-14]l/1—y (— о «yz. 769. ii 
1411:38 

5(-12у21) x- IT (0< |у 1.1). 779. x —(—1)" arcsin y + 


БЯ (8-0, 41, 22,.)(-12721), ТЇЇ. х= 258+ 
Жоагссову (k=0, +1, t2,.)(—lzyz1)y- 77. 


х-агс уда (Ї-0, +1 +2,..) (– о < у < 4 оо), 


, 


+4 агсѕіп x), dacă -12Хх20-- үг 


" 1 

;y-0, dacă —-= ==; 

1 А j y2 ав y2 
Ed у= т—4агсзіп x, dacă үз 01. 720. у= 3 He Bx 3): 
© =V (xc) у= VIET (120 + o). 
82. Pentru toate valorile lui £, pentru care о(/)--х este o valoare 
rbitrară a funcției ?(£), functia (£) trebuie să aibă si ea aceeaşi 
valoare. 783. Mulțimea valorilor lui X (7) pentru «<<$ trebuie să 
fie intervalul (a, 0). 784. Pentru toate valorile lui X, pentru care 
v(x)—u, unde п este un număr- arbitrar din intervalul (A, B), 
nctia э} (x) trebuie să ia aceeași valoare. 185.5— 20 ст. a) 0,5 mm ; 
0,005 mm ; c) 0,000 05 mm; 786. a) ò< i b) 8-:0,005: с) è< 


5.107; d) è< 5- (8.21). 793. a) Da; b) nu. 794. Este uniform 


Pd 
— Culegere de probleme si exercitii de analiză matematică 
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continuă. 795. Nu este uniform continuă. 796. Eeste uniform con- 
tinuá, 797. Nu este uniform continuă. 798. Este uniform continuă. 
799. Este uniform continuă. 800, Nu este uniform continuă, 
802. a) 6 53 b) 8--- 5 c) 8--06016: d) 8--22 (el); 93-5; 
0 à min (5. „®—). sos, 1331800000. 808. a) o,(5) <3; 
o LVE; o Lr i c) o,(2)2:8]2. 818. f(x)—cosax 


sau f(x)—chax. 819. f(x)=cosax; g(x)- 


x 


sin ах (а = const). 
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821. Ax=999 ; Ay=3. 822, Ax= —0,009 ; Ay=990000. 823. a) Ay= 
—aAx ; b) Ay—(2ax--D) Ax--a (Ах)? ; c) Ay—a* (a^:—1). 825, a)5; 
b) 41; c) 401; d) 4--Ax ; 4. 826. 3434+42. а) 3,31; s aee 
c) 3,003001; 3. 827. a) v, | 1-215 m/s ; b) 0а 210,5 m/s; C) Us. 

—210,05 m/s; 210 is 828. a) 2x; 8 30°; с) -i Зээл 
9 зүт (20): E (xz50); f) (ко Ий: , k-0, 
val) уу 


ni: g — (хт, k=0, 


am 


Els 


PE x 


D — p xl: ris 829. 
832. rO. 834. y'=1—2x; 1, 0, 

а) —2; 1; b) —1; 0; с) —4; 3. 836. 10a?x—5x*. 837, ra 
838. 2x — (a+b). 839. 2 (x+2) (x+3) (3x2+113+9), 840. x sin 20405 20. 
841. mn |х”-1--х"-1--(т--п) x"*-1. 842. —(1—xf (1—x?) (1— 


—8 ; 0; 0. 830. 4. 831. 1+ ze 
—1, 21. 835. y'—x?--x— Pa 


x 1 П 
iC Magna 14x3). 843. —(I4 c4) 0:0. 
Fe 2(1++х?) 2(1—2x) 1—x--4x? 

es qeu (5181) 846. 226 oe esr (11). 

848. 12—6x—6x2-- 2x9-- 5xi—3x5 (х1). 849 . 0-23 7 | (рьа)-0-0)Х1 

а- —-— ` (14-x)f*! 
p— = үү 

ep —1). 880. 2 m S “oile al di Duc 
= 1 i 1 
- 851. MCI зүв ®>®. 852. EM UT хүс (х»0). 


Нас 6--3х--8х2--4х2--2х3-.3х5 
. 855. 
Vix V24 xe Vae xy 


: 853. 7—4. 09. 854. 
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E iai E E Sage 
1/73). 856. (m eem. 857, — =“ _ , ЭМ.----4-а [> Зөн нан 
GV —3) Л лу аря PER (х|<1). 894 zopar (х>—1). 895. -—-——-. 896. 

| [s 2 e Yx2 i гт. 
0х| «ар, 858. -©,-\/-1#®— (xi 1). 859. ———1—,. inier EI 897. абды 898. (за, 890. ар 
me (ixi V2). 900. — ус 0810). 901 ul. 0<х—2Жк< 


= pci mms 
860. 14-2Y x xAYx | хх (x0). 861 


1 
— Ó— Se 
Е Va 


ЗҮХҮҮҮҮХҮ TR «сл, k—intreg). 902. zi 2-0 2 ‚ k—intreg). 908. ctg? x 
х|үх4үхүх-Їх-Үх : » : 21-41 
1 (x0, х1, х 8). 862. —2 cos x (1+2 sin x). (0<х—2Кт<т, k—intreg). 904. тас ! (хийн п, k intreg). 


"€ ширэн 
V 1-ү1 2 cos?x y BIS 1аз 
TY н FI —sin 2x cos (cos 2x). 865. n sin"! x «cos (24-1). 500905 х 0-Х- “сэр k—intreg). 906. . 907. — ~ 


a4-bcosx* 
2sinx(cosxsin x?—x sin xcosx?) 


c => К 2х 
866. cos x - cos (sin x)-cos [sin -— IT | - (х> 0). 908. “Р ах (x >0). 909. Dy 910. 
(Akr; k=1,2,...) 808. — oma QR k=0, +1, £2.) бх i adt 
9. sie cz 20-1 n k—intreg). 870. NE > -.„ . “Тив ыр]; 911. 2sin(Inx) (х0), 912. 
86 og y [х= z т, Кіп 3 de сы mr mE "- =) sin (In х) (x-0) 2 
871. z; k=0, +1, +2,...). 872. 14-105 х|х5(20+1) X х * 
авг ia vn 5 . —sin x«In tg x (0x — 2k — T k—intreg). 913. = ipe 
хф: 0-0, ile). БА 7: гэсийн 914. —— 1. (x—1]zy2). 915. 22 (аж0 916. = 0 
r^ “ Vüxixmss 2. is ). 30020). 
874 ———— (дзе 50, întreg). 875, —2tg? x» sect xx 917. ч xp Cm. 918. —-„©——-ассозх ак 
asin? —— = : : = 
а Я 1 
x sin (2 tg? x)«cos [соз (tg? x)] (xs $m, întreg). 876. —2xe-*- 919. arcsin viis qix (0) 920. iyi»? D. 921. sgn (cos x) 
EA 2sgn (sin x)-cos x 
E xz т, k— întreg ]. 922. —9— 77. (хийл, k—intreg). 
877. — 1. 2** sect 1-12, 878. хєх 879. x?e-*sinx. 880. ( рис întreg). Ya CZ p : intreg) 
TM j 923. — — —— |0<x—kr< $, k— 3 
— 2 Мйх-0085) (ү ор k—intreg 881. -H sina. ^ ram (0<х—&я<-}, = întreg). 924 pes €^ 
"EX. - 
uu oa% <|x]<1). 925. LL. (471). 926. niken +=, k—intreg). 927. 
882. ды 2102 вах sin рх. 883. ёр. er (Let ). 884. yin ;-— 1 ggg . 2s5mu Ax 
i amr 928. — Гаа (0960). 920, 8 (3160. 
== 2) (x20) 885. а“ нийцэн петата та In? a. gy. 1n arccos? (+2) | 
3 . 931. —2cosx.arctg(sinx) 932. 
886. Завь, ig? x? (30). 887. тити — 888. uimüss drx$ 5 


ео 1 
2x lx —1 arccos —— 
Х 


(x6). 8.9. | (х>—1). 890. >y (|х|>1). 891. 


ана зә» x 


p 2x? 


2-62 —— ә 
(х>1). 888 теғе бетт (х>—а). 934. Va? х2 935. 


(cz —1). 936. 


x94-1 


ur (1151). 937. (arcsinx? (|х|<1). 933. 
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Г ÎI а< сылы „с E 2-5 
inx 
— 9085 (02|х| 1) 939. -555- (x1) 940. pm 
(2—1)? - (1—х3)? 
X — 
((х|<1). 941. —— xu БЕ 3). 942, тухай” иу 
а 944. зүсэн (x] 1/945. —— (0<х<а). 946. 
1 sin 2x : 
Tes das deis 947. V uoc 948. шихтсонх (х= 
2x—x? 
= х? 1— 
22 E I —intreg). 949. He £ y ans (1x | 1). 
e 1 
950. —g,-arctgx. 951. Tus 952. Э(Е С 953. 
pero ANIMAI. 954. pU <|х|<1). 


Cos d COS X 
150306 2х(сов x?4 sin x?) 


Ysin (2x2) 


4 

rx yr (1х1 1).957. — vas 

(011 (63) 6-0, - 4i p 2x [sgn (cos x2) 4-sgn (sin x?)] 

(lx+ $, 8-0, 1, 2, .) 959. “ИХ 

960. <=. 961. аач) para (® nxa) 
х (1 

(2-0). 962. ха—1х*° (1-а п х)--а* х Ё : 


d ЖЕ 


955. LEE (x |1). 956. 


‚ gm (aresinx) cos m (arcsin x) 


(х|<1). 


| шайх | ra: ax x 


14cosx 


x In a (1 +1n x) (x70). 963. ye amna) (x20). 964. (sinx) x 
x (ctg? x-In sin x)- (cos x)! +" (tg? x — In cos х) (o < x — 2k < $ 


k—intrag). 955. ши [x2— 2 In? să int ч (x>1). 966. 
— 1. (log, 6f (x0, х1). 987. th? x. 968. – 5 вэ, SR 
iu 91088059. (ло). 971. шат. 972. NI 
973. — -;-arccos x. In (arccos x) (|x|« 1). 974. — БАЙ 
975. — 2x arcsin (e Y) (х50). 976. аа" 2 nea (42-0). 


(+ — 7 
y—2x*- 


977. a) sgnx re d b) 2|Х156) т G0. 918. а) (x—1)x 


zd 
| 
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х(х+1)° (5x-1)sen(x+1); 59) 2 sin 2x. *|sinx |; 9сүхэг rl 1) 


d) x [x] sin2nx. 979. у= —1 pentru — c» —x—1; y'—2x—3 pen- 
tru 127x272; y'—1 pentru 2<x<-+ со. 980, у-2(х- а)(х- Бас 
x(2x—a-— b) pentru ей 0]; y'=0 pentru зм b]. 981. 

pentru х<0; T === y pentru 0 z x <+oo. 982. y'= 


раа: 


1 

1xx Di 
y! көт Кыр к кё, 983. y' —2xe-* (1—x) pentru |x|z1; 
y'—0 pentru is» en jaro у Heap ome 


(х0, 


m 59) 3x G—3) (9—33) 

xzl, хе 63); 0) у rap 4 op 988 а) 
Н (oc) у(х) уб); pj st сле 
216 2(y : pa) f. 2 X. sr 

5 20 p die М AES oe) 80) mn) 

d) Ф0) eG) oO mo 986. а) 2xf'(x?); b) sin2x x 


x [F (sin? x) — 7! (cos? )] ; c p nea d) / (x) x 
+F IOF SIE) 988. 3х2--15. 989. 632. 992. а) n>0; 
b) n1; c) n2. 993. a) nx.m--1; b) 1<л<т+-1. 994. (a). 
995. f' (a) = —e(a), /, (а) = (а). 999. Nu este derivabilă pentru 


X—1; b) nu este derivabilă pentru x= 2 1 т, К număr întreg; 


с) este derivabilă peste tot; d) nu este derivabilă pentru x=kr, 
k număr întreg; е) nu este derivabilă pentru х= —1. 1000. /7 (x)= 


=, (x)=sgn х pentru хэ 0 si /' (0)— —1, Л, (0) — 1. 1001. f (x)= 
=? ( (х) =т= [х] соѕ sx pentru xzénumár întreg; / (k)=r (0—1) х 


х (11%, Л, (0) == (—1) pentru k întreg. — 7-4(х)-7(3)- 
- (cos 2 4 Z sin?) sgn en (cos z) pentru xz — ză (k—intreg) ; 
TUE. к 
£r) -— G1) 55 f (эрү) = Q1) 2. 1008. 7 (х)— 
=f (0) = Заг Voia «| x| <V OEF) (k=0,1,2,...); 


f.(9-—1, TO- 1: fy Оа) F оо, f 2) 


1 

(26 
2,...). 1004. f! (х) = 7, (3) pA 
ey 


j= + оо (k= 


pentru xz0; 
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e—a 


хе 
Й Vize 
х0; f (0)— —1, f, (0—1. 1006. f (x) — f. (x)= Ё, undes=-1; 


pentru 0O<|x|<1 şie=1 pentru 1<|x|< +% ; f (10) 5 - Lb, f (F151. 
1007. F=, ()= 28890239. pentru x x1; 7 (1) #1, 
"o 27, , » 1 x—2 

J (== +1. 1008. f (х) = 7; (х) =агсіо = G xu 


pentru хэ 2: f (2) = + $. 1010. a—2x; b=—x?. 1011. a= 
7 : ЭГ" _ ktk „_ Gb-bk 
-7 (50: bo fx) of (5). 1012. A= ИЖ, с TEE 
1013. a= 278 p — ШЕ. 1014. a) Poate; b) nu poate. 1015. 
a) Nu poate; b) nu poate. 1016. а), b), с) funcția Fx) poate să 
aibă o derivată F'(x) si poate să nu aibă. 1017. х= т (k=0, +1, 
+2,...). 1018. Nu poate; b) poate. 1019. 1) Nu rezultă neapărat ; 
2) rezultă neapărat. 1020. Nu rezultă neapărat. 1021. Nu rezultă. 
1022. Nu rezultă. 1023. In general, nu este posibil. 1024. P,— 


1-(n41) en! Q 14x (n41)? x (2n? 2—1) х n? 
i * п 4 


pentru 


7.(0)-1, f,(0)— 0. 1005. f (9-7, О)— 


(=a) (1—х)8 
i y e x nsin ы sin 26 x—sin? m 
sin — sin S с — sin? — 
- 2 2 2 2 
1025. S,— 5 pode шэг: 
sin 5 2sin? ЕЭ 


| 


1026. S,—- L.cig-X. —cigx. 1029. 40m cm?/s. 1080. 25 m?/s; 


27 2 
0,4 m/s. 1031. 50 km/h. 1032. S(x)— 55), dacă 02x72; 5(х)— 
—x^—2x--2, dacă x>2; S'(x)ex, dacă 02x22; S' (x) -2x— 
—2, dacă x»2. 1033. S(x) E Ма ---5- arcsin 


Si (5) VIZE авах (0<|х|2@. 1034. у= yyer: 1035. = 
= ру: 1086. 2) —eXycbeix- Үү? ы o<y< 
«To, хе-ү-уүу} ©) —o«y«to, х= Hj d) —1< 


<у<1, х= Due 1037. а) x» - —V 1-Y1—y» (0 <71); x2= 


ozy = Vii (0910) а= Vi Vi-y 
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D Ж” io. ту? 
(79 XY; җ= paz U75234. 8) a=- |5 
PER ж _ ЛР 
(02 y « 1); a= Js euren ixi- 3 enm e)x,--In(14 
toni xem T7? оуу св 
i 2-1)Х, 2 (€ — eX 
(-1, 2). 1088. y. — 32-0160; —3: -È şi — (744 
) 2 : (—44). 
(1— үт? 
1039. Үсээ” уу 090, 661. 1040. y.——1 (0<х<1). 


А b 
1041. Ke dat (0<]t|<7). 1042. y,— -ctht. (4150). 
1043, у 5 tgt (oz? | <7, tz 5]. 1044. уу- ctg (206, 
k— întreg). 1045. y. —tg (t+ z(= +, k întreg | . 1046. 
y=sgnt (0< jt| <+ оо). 1043. y'= -L7*— . 0, — 1. 1049,2. 
y 


bx EN A. су 
1050. — 25. 1051. -yF 1052. —4/ 2. 1053. 227, 1054. a) 
tg (p+ arctg o); b) —ete F (p0, es F). с) [еа |: 
КУУЛ ЭИК V2 
1055. 4) y Vac | D: ура -1); b) у--3, x=2; c) x3, 
у—0. 1056. а) (5, 21); b) (0, 2). 1058. |х |< 5 şi < хт, 


1059. тах |yi — у'| = 107 31,4. 1089. 2. 1061. +; arctg ~ 


aarc 37°. 1002. arctg 2 [2 ~ arc 70°30'. 1063. п > 57,3. 10064. 
a) 2arcig үү 6). 1088.12. 1069, 95. 1071. 5^—4ac-0. 


р 3 q 2 

ve 87-11 —0. 1073. а= A+ 1677. a) 3х--2)-0, 2х+ 
-3y—0; b) 3x—y—1—0, x+3y—7=0. 1078. a) у--х, y-—x; 
b) 3x—y—4—0, x--3y—3—0; с) y- —x, y "i 1079, ўа 
i pai ctg ы Tangenta la cicloidá este perpendiculará pe seg- 

mentul care uneşte punctul de tangenţă 
з care зе rostogoleste. 1081. Зх NTC or oci 
. x+2y—3=0, 2x—y—1=0. 1033. А/(1)--Ах4-3 (Ах). (Ах) 
, : Ă —Ax4 Ax); 
4/(1)--Ах, а) 5, 1; b) 0,131,0, 1; c) 0,010301, РАТЫ 
—20Af--5(M), ах = 20M; а) 25, 20 т; b) 2,05 т, 2m; 
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c) 0,020005 m, 0,02 m. 1085. — ® (x74+0). 1086. >. 1087. 
d "TE 5 

as (ха |). 1088. P . 1089. m dx (ix| «& |a]). 

1090. a) (1 + x)e*dx; b) xsinxdx; c) — A. (42:0). 
2-ї10х б xdx __., dx ji : 2xdx 

4) "гэ Ari е) Var D : E (xi; g—1— 

—x? 


dx | 5 4. т m 
ЇХ| << 1); h) eer (112105 i) төт |х [х= zv k —intreg!|. 


1091. vw du+uvdv+uvdw. 1092. 2288-2569 (р 0). 1098. 
— HUHU (724-230), 1094. (и 12 0). 1095. 


v du—u dv 
(2+ v2)? 
sinx 


u3-- v? 
udu+v do, s 2 T ы 1 
- uir (00220). 1098. a) 1—4х3— 3х0; b) a [cos x =A] 


c) —ctg x (хз Кт, k—intreg); d) -igx |x y $m. k- întreg); 


e) —1 (ixi «1). 1097. a) Se măreşte cu 104,7 ст: b) se micgo- 
rează cu 43,6 cm?. 1098. Trebuie mărită cu 2,23 cm. 1099. 1,007 
(din tabele: 1,0066). 1100. 0,4849 (din tabele: 0,4848). 1101. 
-0,8747 (din tabele; —0,874 6). 1102. 0,810 4—arc 46'26' (din 
tabele: arc 469247), 1103. 1,043 (din tabele: 1,041). 1104. a) 2,25 
(din tabele: 2,24); b) 5,833 (din tabele: 5,831); с) 10,9546 (din 
tabele: 10,0545). 1105. a) 2,083 (din tabele: 2,080); b) 2,9907 
(din tabele: 2,9905): c) 1,938 (din tabele: 1,931); d) 1,9954 (din 
tabele: 1,9953). 1109. 0,24 m?; 4,29/,. 1107. двг20,330/,. 1108. 


a) fpes b) ög—28r. 1109. 0438. 1111. ŽE. 1112. 
(1422)? 
35 (x1). 1118, 200021). 1114. 299006291, 


2)? 
(1-8 3x NU -2x?)arcsin х 


Ё-0, 21,...]. 1115. 8-2 
1 Ло) О) 20) ia 
(хүс). 1117. 220х220). 1118. 0945 (/(х) 0) 1119. 
— 2 sin (Inx) (0). 1120. у(0)-1, y'0)—1, y'(0)—0. 1121. 
2Qu'4u?) 1122, 0777 ws (m) 1029. 


| (+0?) у е (424-02:0), 1124. у”-и ot m 
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1 pue. st 2u'v* 
+ Win u| +u — zi т Ш . 1125. y'—4x? f" (x?) + 
42/65; ут = Вз ута) Ь 0х (8), 116. y = АГ + 
rar [e рУу--ыЛЇ -i r Н-5/(4. dm. 
nu (ех)+-ех f! (ех); y" — e 7" ex) -- 3e?* f" (ех)--ех f' (ех). 1128. 
-i Vi (Inx)]-f'(nx]; y"— 1 [/" (In x)—3/"(In x) 4-27" (Inx)]. 
1 Эв ф'2 7 ү, НА 7 T Ы т 
т ЛЕЛИН NERA 
cd). 1131. — a. 1132, -2 1-3 (х > bx 1183. 
(14-32)? 
xr [1+ х)? + i dx?, 1134. ud?o--2dudv--vd?u. (1135. 


(о d?u—u d?v) —2 di —ud Л 
să iata a 18 up d do) (020), 1136. ит-207-21|т(т-1) v? du?-- 


+ 2mnuv du dv + n (n — 1) u? du?) + uv (то œu + пи d2v)). 1187. 
a'Ina(du?lna--d?u) (а> 0) 1138. [(u? — п?) du?—A4uv du dv 4- 
--02--02) do?-- (u2-4-v?) (и du + v 420) (и? + v) ^. (u2? + 0? 7 0). 
1139. [—2uv du?--2 (и? — v?) du du + 2uv dv? + (u*4- v?) (» du — 
—u d20)] (u?--v2y (и2--020). 1140. y" 4 


3 . y" : 
40-07 80-47 


” 1 . 3cost $ 
(251). 1141. y тз?" asia (t#kr, k—intreg). 
і 
cos— 
1142. y" 1-5: y" 2 (едт, k— întreg). 
да sint — 402 sin? — 
2 2 
-4 p scs \ 
1143, y" e " e (2 sin {+ cost) ( Sg qu 
143. y zd, 


, 
VE cos? (t+ =] y2 cos [t+ 7- 


е 2 ee ck s Weed pnma 

k=0, £l... 1144 y'= wg; У"—— Jag OZ). 1145. 

iod. vk. MO ou Yy" 9 уа. y2y5—10y'y"y" 15у" 

x y X уз) х ys px y? 4 
х 25 75x, 3 25 225 р 

(20). 1146. =, u.a S apogr HAT, 
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а 


2 8 х— 6 x 
—Ю. Эк. 148. y! me Poza S А 
1149. у' eT. y- TET [3(12-y2Y--2x:(0 — у2)]. 1150. 
у- 23, y- PEER, 1151. a= 5 figi b Gs) c7 fog. 
1152. 20—101, —10; 0, —10. 1153. v 256 sin E 4; j= 
420 2x 


mE OS e 1154. x = ugfcosa, Paper y 


8 02—20 gtsinatg P, j=g xt £5 iuis 
а 5 ; 
0 gU, /--8, ух 8 cos a 2g ^ 


f anza 1155. x?4-y?—25; 5| о |, 508. ий, you -4.6l; y0=0. 
1157. y —— am(mD(GE2) (x40), 1158, уб® —— кө 


xn 


unde ni! înseamnă produsul numerelor naturale de —— paritate 
care " deasa numărul n, adică 17H8—1-3. 2 .17. 1159. 


19711 (399 —x) 
= (х 51). 1160. упо) 7 gii Syro | ши 1) 1161. 
10 i 
2 х i А 
у®.—2%е®(у° --20х--95). 1162, у" =e X7 D ул» unde А- 


—10-9. ...(11—1) şi А%—1. 1163. y9— — © (x0. 1164. у®— 


-7-5 шх(х>0). 1165. y60 = 29 |—» sin 2x + 
— © ЖЕ 
4-50х cos 2x + 1225 sin 2x). 1166. у”-- цас Зи 35 sin3x— 
(1--3х)3 
“иен эн = cos 3x | xz 30 1167. y (9 — —2 sin 2х—2'%іп 4х-н 


(1— аў 


4-28.31%іп 6x. 1168. y (9 х sh x -- 100 ch x. 1169. y" ——4e* cos x. 
4 6) 2 80 , 120 

1170. у9-- S + UE у] 8255 [в 180 р 1204 

15 


--321n x] cos2x. 1171. 120 dx*. 1172. — ey dx (x0). 
1173. —1024 (x cos 2x 4-5sin 2х) dxi0. 1174. e* ах 4-84 


х 


+ 8. 3) dx*. 1175. 8sinxshxdx*. 1176. 2и diou-+20 du du-+ 


x? 


+90 d?u аби--240 ази d'u 4-420 d'u аби-„ 252 (аи). 1177. e (dut 
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+ бийи + Adudía--3dtu-tdiy), 1178, 248. Sua Фи, 
ү uà 


и? и 


1179. d?y-y'dx?- y! d?x ,аЗу--у"ах -Зутахадх--у! ах, у= уУах!-- 


F6y" dx?d?x Ay" dx d$x-- 3y" d?x?-- y! айх, 1180. y" — ж zl, Бут 


dx$ 
i: ахау |_ » | dx dy | 
dx d$ d?x а? п 
| х ду эх х Фу | 1187. Р“ (х) = ал! 1188. 
(—1Y In 1c (ad —bc) | 1)” 1 
а). 1189. n! шин Mai 1190. 
=f n ! EXE TE N— z 
( )n Inca zm: 1191. T x< 2). 1192. 
(1-29 ta 


(=1)"+1.1-4.. (@п—5) Cr) (2, хай 1) 1193. 


a —2"—lcos ОН 


3' 14x) 3 
+7- 1194. 2"-'cos [2х+ 3); 1195. - q sin [+ 2] T sin[2x + 


+3. 1196. = g cos (x g+ 2 г соз [3х | | 1197, E э "cos((a 


0х" em cos |(a+b) х tg. 1198. c cos (а) 


Пт 
2 


T (ata |. 1199. € sin [а - 9x 


| + 6597 sin (4-0)х4-52|, 1200. 2 cos (axt 12] 

Вт RUNE —b) x4 z|- Qazo cos [сач ł pate 1201. 
4" cos [4+ 1] 1202. а"х cos |ax+ d --na"-! sin (o | 
1203, ал E Ein E] sin [ax ŞI 2nan- x cos ажээ 
1204. (—1) e= [x?—2 (n— oi, эй 1205. e: [14 


| Ч c n (n—1)... (п л 
PE p “810 ар 1208. ex? cos (x+ 2]. 1207. 


cos [ка F5) x4 


3 1)15" n Ai n 
e2 "si (x4 zh 1208. s Di эр (a + bx) +(— 1)! (a — бху] 


| х|< || |. 1209. е [а"Р (x)-- Cia" ^ P! (х)--. + P"). 


494 RĂSPUNSURI 


1210. 140 x4n)—(—1)" (x—1)] ch х-Е[(х-Ел)-+Е (—1)" (x— n] sh x}. 
1211. d'y-e речна POZE ma nt] de. 1212, 


(Pan! (an x X 11а (0. 1214. a) (a2+b?)? [vs ne x 
xttl Ї e n 


x ch ax софра" sin по sh ax sin (ох 7 5 21| ®) ) (02+ 02)? 
х | cos nọ ch ax sin (ox 5 E) — sin no sh ax cos (хн "Je c) (a24 


z \ 
+02)? КҮ пф chax sin [ix 9 z) -- COS no sh ax cos [ох ml 


d) (а? +02)? — sin nọ ch ax cos [+ "а + cos ло sh ax sin (вх 
| Пт ЭЭ b 5 
Tw 1 , unde sino уйти ’ cos Ф EH 121 


pai М : : 
Ў) = У, (—1y* 277»? ky C5, cos | (2p —2k) x + 3| 5 
1216. а) Ў, (—1) = EF CE sa sin ii x HE ; 
k=0 E 


Zi ©) {у К-ы, " 


р! 7 
b) У 277! (p — ky Ch, cos [ег 2k) x 
k=0 


2?P 
al 
—(n—1 
x Сбч cos (2p —24--1) 2+ m]. ans DED x 
(x2? 
—3)!! 
xsin [n arctg 1) (x>0). 1219. a) © y т отр); b) Ez D! (n51). 


1220. a) n(n—1) a", b) de m 0, 72900) — (—1) (20)! (k= 
=0, 1, 2,...); с) 7*0) 0 тині з pi йн «8К- 1) (k=0, 1, 
2,...). 1221. а) F” O= (—1)%т(т2—22)...[т? — (22—20), 
f9*—9(9)—0; p) f€? (0) =0, ps m, ATE m (m 1)... 

РА [m^—Qk—1y]; k—1,2,.... 1222, а) f (9) — (—1) ^ -2(2 —1)! 
о), f (9— 006—1, ux b) /99 (9)— 


= 2% (1), f97P»()—0 (k—1, 2,...). 1223. nte(a). 1228. 


à 432 2 
144(5)-1 р)" хт т2хт—14 шил 1) х шат! 
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- 1231. H (x) ex" 27 Dto yn 4 j 20-0612 (7-3) xj"7* 


1236. Pentru x—0 nu avem o derivată finit я (х). 1244. Ads 
—1) C(, 1). 1245. Nu este valabilă. 1246. a) б=—- 
| eem dl (ахх —— 

Е (>20); c) 9-2 үг 
(x (х-ЕАх) > 0); d) 0 Lf, 1248. c= -y san 3. 1250. 
In general, nu. 1261. f(x)— с + cx-b...-- c, ,x"-!, unde 
с,(1=0, 1,..., n—1) sint constante. 1268. Pentru — œ < x < 4 
functia este crescátoare; pentru 1. <х< +4 оо funcția este des- 


crescătoare. 1269. Pentru — со « x < —1 funcția este descrescă- 


b) 6 


toare; pentru -1«х«1 funcţia este crescătoare; pentru 
1<х< + co funcţia este descrescătoare. 1270. Pentru —co«x« —1 
funcţia este descrescătoare; pentru —1<x<1 funcţia este 


crescătoare; pentru 1<х< + со funcţia este descrescătoare. 
1271. Pentru 0<x< 100 functia este crescătoare; pentru 
100<х< +оо funcţia este descrescătoare. 1272. Funcţia 


este crescătoare. 1273. In intervalele (5. A a] functia este 


ka 


crescătoare ; în intervalele i 2 t functia este des- 


crescătoare (k—0, +1, +2, ...). 1274. In intervalele лэ 
Е}... 1 1 Р ә T 
2) şi (— ЭБҮ? Ж Lg funcţia este crescătoare ; în intervalele 


1 1 i | 1 i | : " 
зээ ser ŞI [— 25" — T funcția este descrescătoare 


(k—0, 1, 2,...). Ie Pentru — œ <x<0 funcţia este descrescătoare; 
pentru 0 < x < — За 2 funcția este crescătoare ; pentru - ын о €XXX-o 


functia este descrescătoare. 1276. Pentru беа funcţia este ` 


crescátoare ; pentru n < x € + co este descrescătoare. 1277. Funcţia 
este descrescătoare pentru — cœ <x<—1 şi 0<x< 1; crescătoare 


E aoi. 
pentru —1 €x «0 si 1 « x € -- co. 1278. In intervalele f 12 
EL К Dx, ИЖ +2) 
e^ ] functia este crescátoare; in intervalele 


> 
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funcţia este descrescătoare (k=0, +1, +2,...). 1283. Nu neapărat. 
1298. In punctul A curba are concavitatea in sus; în punctul 8 
are concavitatea în jos; C este un punct de inflexiune. 1299. 
Graficul are pentru — оо «x < 1 concavitatea in sus; pentru 
1<х < 4- со concavitatea în jos; Х--1 este un punct de inflexiune. 
1300. Pentru |x| < gg concavitatea este in jos; pentru IxI ү 
în sus; х= + 58 sînt puncte de inflexiune. 1301. Pentru x< 0 


concavitatea in jos; pentru x > 0 concavitatea în sus; x=0 este 
un punct de intlexiune. 1302. Concavitatea in sus. 1303. Pentru 
2kz<x< (2k + 1) m concavitatea în jos; pentru (2k-4- 1) <х< (2k4-2): 
concavitatea în sus; х= Кт sînt puncte de inflexiune (k=0, +1, 


+2,...). 1304. Pentru ixi | H- concavitatea in jos; pentru 


{х|> | 4. concavitatea in sus; х= + y4 sînt puncte de infle- 
xiune. 1305. Pentru |х| < 1 concavitatea in sus; pentru |х|21 
concavitatea in jos; x=+1 sînt puncte de inflexiune. 1306. Pentru 
2ka— 3% 2Ех-- 2 2Кх-- т 2kzx4- х 
е Mx«e + concavitatea în. sus; pentru e <x<e 

кх+®. 
concavitatea în jos; x=e “ sint puncte de inflexiune (k=0, 
+1, :2,...). 1307. Concavitatea in sus pentru 0<х<--оо. 
1309. h= ie 1310. Concavitatea în jos (pentru а > 0). 1318. 48 

к , 
1319. 1. 1320. 2. 1321. —2. 1322. -1-. 1323. — 1. 1324. -p 


1 1 a—b 1 
1325. -—- ‚1326. —— 1327. 1. 1328. =z -1329. - In a. 1330. -2. 


1331. 1. 1332. Ig. 1833.-L-. 1334.2. 1335. 1. 1836. 0. 


1337. 0. 1338. 0. 1339. 0. 1340. 0, 1341. 0. 1342. 1. 1343. 1. 


1344. —1. 4345. e^, 1946. e—. 1347. e^. 1348. e~. (1849, 1. 
5 (1120—1026) 


2 
1350. 1. 1351. 1. 1352, еч" ЇГ Җа, k— întreg). 1353. e 
1354. -1-. 1355.1. 1356. 0. 1357. — рх 1858. ае (па—1). 


2 1 


1359. — 2-. 1880. i 1361. е ^. 1362. 1. 1363. e". 1364. 


2 
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e ^. 1365.e ^. 1396. e-1. 1307. "7. 1388. Je. 1369. — 1. 
137). a. 1371. ог 1374. a) Regula lui l'Hospital nu poate fi 
aplicată, limita este 0; b) regula lui l'Hospital nu poate fi apli- 
сай, limita este 1; с) aplicarea formală a regulii lui l'Hospital 
conduce la un rezultat fals, anume limita este zero; limita nu 
existá; d) nu poate fi aplicatá regula lui l'Hospital, ea conduce la 
un rezultat fals si anume cá limita este zero; limita nu există. 


1375. 2-.1376. 5—13 (x-- 1) - 11 (x+1)}—2(x+1)®. 1377. 1+2х+ 
--2x2—2xi-ko(x*); —-l.. 1878. 1+60x+1950x2+0(x2). 1379. 


а+ ot m nr Кан 1380. L-x*4-x--o (x). 1381. 1+ 

+2х+х?—-5- x$— 2. xi— * x5--o (х5). 1382. 1——À- + ES —}% + 

-Fo (х). 1383. x — Je — dg o (x9). 1384. — 2 — 5 a 

+ o (x5). 1385. x— = + o (х9). 1386. x+ 27 + 7 4-о(х9), 1887. 
x х! xs 


6 180 2835 
-Fo((x—lj). 1839: (x—1) + (x— 1)*4- 3- (x — 1+ o (x — 1). 
1390. у=а+ 27 +o (02). 1391. d — i + 05 1392. In x-- 


h D at A 
c ends EN & P LUN 
EE 298 td (—1) p 


+0 (х5). 1388. 1+ -+ G-0)-4- (x —1Y + 


+ о (А"). 1394. a) Este mai mică 


1 


m; b) nu depăşeşte C) este mai mică decît 2-1075 


38407 
4) este mai micá decit 5 - 1395. |х|-10,222--агс 12°30'. 1396. 


а) 3,1072; b) 3,0171; c) 1,9960; d) 1,64872; e) 0,309017; 
1) 0,182321; g) 0,6747 1—arc 3873935", h) 0,46676— arc 26°44'57"; 
3) 1,12117, 1397. a) 2,718281828; b) 0,01745241; c) 0,98769; 


d) 22361; e) 1,04139. 1398. — i. 1399. -1-. 1400. — l. 
1491. -4—. 1402. l-. 1408. Ina. 1404. -1- 1405. 0. 1406. 1. 
xi > 3 X 4, De: : 

1407. 22» 1408. x*. 1409, —— 1410. a= 2; b——-1- МИ. 


32 — Culegere de probleme si exercitii de analiză matematică 


даа. 
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A 70 2 t 
a) 2, b) xi c) фуу: D e 1412. а= i $—-pR. 1413. 
E unde о este jumătatea unghiului la centru al arcului. 1414. 


Avem un maxim у=2-1- pentru х= i. 1415. Nu existá extremum. 
1416. Avem un minim y=0 pentru x—1. 1417. Avem un minim 
у=0 pentru х--0, dacă m este par, nu avem extremum pentru 
m" n 
m (m ny th 
pentru х= mgr minim у=0 pentru x—1 dacă n este par, n-are 
extremum pentru х--1 dacă n este impar. 1418. Funcţia are un 
minim y=2 pentru х--0. 1419. Funcţia are un minim у--0 pentru 
х= —1; un maxim y=10'%%51 234000 pentru x—9. 1420 
Funcţia are un maxim у--1 pentru х=0 dacă n este impar şi 
n-are extremum pentru x—0 dacă n este par. 1421. Funcţia are 


x=0 dacă m este impar; funcţia are un maxim у= 


un minim y=0 pentru x—0. 1422. Funcţia are un maxim y= ix 


x4 220,529 pentru yat; un minim y=0 peniru x=1; n-are 


extremum pentru х=0: 1423, Avem un minim f (хо) =0 dacă o (x9)>0 
şi n este par; un maxim" f (x;) —0 dacă (x) < 0 si n este раг; 
f(x, nu este extremum dacă n este impar. 1425. Nu. 1427. 
a) Un minim /(0)--0: b) un minim /(0)—0. 1428. Un minim 
/(0)—0. 1429. Pentru x—1 avem un maxim y—0; pentru x—3, 
avem un minim у= —4. 1433. Funcţia are un minim y=0 pentru 


x—0; un maxim y —1 pentru x= + 1. 1431. Pentru х= 5- Y, 023 


funcţia are un minim yz —0,76; pentru x—1, un maxim y=0; 
i 
pentru х= PED д, 1,43 avem un minim уғ= — 0,05; pentru 
x—2 n-avem extremum. 1432. Pentru x———1 avem un maxim 
y——2; pentru x—1, un minim y—2. 1483, Pentru х= —1 avem 
“un minim у= —1; pentru x—1 avem un maxim у--1, 1434. 
Pentru x— -L- avem un minim У--Г 1435. Pentru х--0 si 
x—2 avem un minim marginal-y—0; pentru x—1 avem un maxim 
y=1. 1436. Pentru х= 55 avem un minim y-—4- V2 = — 046: 
pentru x—1 nu există extremum. 1437. Pentru x—1 funcţia are 
un maxim y--e-i240,368. 1433. Pentru х= --0 avem un maxim 
marginal у = 0; pentru x= a 0,135 avem un minim 
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2 
yes 


pentru х--ё2а-7,389 avem un maxim y= 3 220,541. 1440. Pentru 


ах —0,726. 1439. Pentru x—1 funcția are un minim y=0; 


х=К®(К=0, +1, +2,...) avem un maxim у= (—1)} + 44 pentru 
х= + A + 2nk(k—0, +1, -2,..) avem un minim у= 
--13 1441. Pentru x=kr(k=0, +1, +2,...) avem 
un maxim y—10; pentru sk + 1) (k=0, +1, +2,...) 
funcția are un minim у= 5. 1442. Pentru x—1 avem un maxim 
y=] —-у+102 0,439. 1443. Pentru x= — 5- + 27 k(K = 0, 


25 , 2 = 1 m 
+1, x2,...) funcția are un minim ge ; pentru х= 
Зх d 2 E: +2kx 
air s F2xk(K—0, +1, +2,...) avem un maxim у= pe . 


1444. Pentru x——1 avem un maxim у=е—220,135; pentru x--0 
avem un minim y=0 (punct unghiular); pentru х=1 avem un 


maxim у--1. 1445. 44 32. 1445. 2; 66. 1447. 0, 132. 1448.2; 


100,01. 1449. 1; 3. 1450. 0; 19536,8. 1451. 0; 1. 1432. 


3x 


0; 401412) 1,2, 1458. -12 6 0067: 1. 1454. m (x)= 


= dacă tea <х=—3; т(х)= zx dacă —3« x «€—1; 

т(х)=0, dacă —1«x« +œ; М(х) = dacă —co<xz1l; 
a 1+х ЭРЭГ? 1410 7 1 

М(х) = za dacă 1<х< +c. 1455. а) ц 9171-10; талт 

Эрээ /3 

с) 53 1,44. 1457. PENS 485. 1458, q- — L. 1430, $. 

1469. g(x) = (х1) х 4 (Хї4-324-6хү Ха): A= A (x — 0). 


1491. 2. 1492. O singură rădăcină: (3, оо). 1463. O rădă- 


cină: —co <x < —1, dacă 22 27; trei rădăcini: — o< x, ——1, 
—1<х›<3 şi 3€x,— c, dacă —5- h—21; o rădăcină: 
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3«x4«-- оо, dacă л < —5. 1434, Două rădăcini: —co < x, ——1 
şi 1<х,< +œ. 1465. O rădăcină: — о < ху < —1, dacă — c < 
—a«-—4; trei rădăcini: —c0< x, <l, -1«Х 1, 
1] «x4€-rFo, dacă —4<а<4; o rădăcină 1< ху < --со, dacă 
4<а< 4-с. 1436. O rădăcină: O« x, « 1, dacă —o» <k<0; 


i sod х 1 
două rădăcini: 0«x, «-4- Şi ар <22 < +оо, dacáO € k« — ; 


nu sînt rădăcini, dacă К> i 1497. Nu avem rádácini, dacá a «0; 


2 Я X Axa: 
o rădăcină: —о <x <2, dacă 0<а< f; trei rădăcini: 
Р е 
—%0 €x,€«0,0«x,«253i 2€ x; € +оо, dacă «a < +o. 
E 
T" 3 —— 
1458. Două rădăcini pentru |a| < LR nu avem rádácini pentru 


16 ' 
n 1459. Două rădăcini: 0«(х,| «E şi EX хө, € +œ, 


unde Ez 1,2 este rădăcina pozitivă a ecuaţiei: cthx=x, dacă 
| | 2988 Ел 1,50; nu avem rădăcini dacă |k|<shE. 1470. a) 


5 Еэ s. 70; b) 5 + f «ed. 1471. Functia este simetricá in raport 


cu originea. Zerourile funcţiei sînt: x = 0 şi x= + |/3 ~ +1,73. Avem 
un minim y= —2 pentru x— —1; un maxim y —2 pentru х= х=0, 
у=0 este un punct de inflexiune. 1472, Funcţia este simetrică în 


raport cu axa Oy. Zerourile sînt, x— E +13 ~+ 1,65. Funcţia 
: 1 
are un minim y-1 pentru х=0; un maxim у--1 E pentru 


5 
х= +1. Punctele de inflexiune sint: х= + Үү 5 058; у-1- 


1473. Simetrie în raport cu punctul A(1, 2). Zerourile sint х= —1 
şi x—2. Funcţia are un minim y—0 pentru x—2; un maxim y—4 
pentru x—0; x—1, y —2 este un punct de inflexiune. 1474. Funcţia 
este simetrică in raport cu axa Oy. Zerourile funcţiei sint 


х=+Ї2 = 141. Un maxim y—1 pentru x—0; un minim у= 
Ии РЧ pentru х= x [24152 +2,06. Punctele de in- 


2 
flexiune sînt X= +1, Уул 4 ход E 1,51, Уза ® — 0,046. 


Asimptota este у= 0. 1475. Zarourile sint х= +1. Puncte de 
. discontinuitate sint: x=2 şi x—3. Funcţia are un minim y= 


(24 -124 ï 
гышын = —3,18 pentru x= 225 2:0,42; un maxim 
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TM 
у= — 28330125. 1552 pentru х= 2:2,38, хах — 0,586, 
уз —0,070 8 sînt puncte de inflexiune. Asimptotele: x—2, x=3 
şi y—1. 1478. x=0 este un zero al funcției, Puncte de disconti- 
nuitate: x,— —1 şi x,—1. Nu există extremum; ха — 0,22, 
y2 —0,20 este ип punct de in(lexiune. Asimptotele: х= —1, x—1 
şi y —0. 1477. х--0 este un zero al funcţiei. Funcţia este discontinuă 
pentru х= —1. Funcţia are un minim y—0 pentru x—0; un maxim 


74-24 


y- —9 pentru х= —4. N-are puncte de inflexiune. Asimptotele 
x——1 şi y=x—3. 1478. Funcţia are un minim y=0 pentru 
х=—1; un punct de inflexiune х= —4, y= em. Asimptotele : 


34 |17--142 


х-1 şi у=1. 1479. Valorile maxime sînt: у=— “дуг ~ —8,82 
n 

pentru x— d = —3,56 si y=0 pentru x=0; funcţia are un 

minim y= алан ах —0,06 pentru m nos 20,56. Punct de 


inflexiune x— T y-— 15. Asimptotele: х= —1 şi y—x—3. 1480. 


Funcţia este simetrică în raport cu originea. N-are extremum; x=0, 
y=0 este un punct de inflexiune. Asimptotele sint: x=—1, х--1 


P 


şi y —0. 1481, Are un minim y—13 4 -pentrt-X—5; un punct de 


-inflexiune pentru x=—1, y=0-Astiplotele Sint: X—1 şi y=x+5. 


2 
1482, Avem minim у=2 = pentru x—2; maxim yaz—3,2 pentru 


X^:—2,4; un punct de inflexiune pentru x=0, y=8. Asimptotele 
sint: х= —1 si y=x. 1483, Simetrie în raport cu аха Oy. Zerourile 
нөж 


funcției sint: x= + ! 1° ге +079. Nu există extremumuri. Punctele 
de inflexiune: х= + 2 ~=ол, у= 22 . Asimptotele sint: 


Х---1, x—0, x—1 si у-0, 1434. Domeniul de existenţă : 
Ozzx«-r co. Zerouwile sînt: х--0 şi x—3. Avem un minim у= —2 
pentru х=1; ип maxim marginal у= 0 pentru x—0. Concavitatea 
este în sus. 1485. Domeniul de existenţă este: |х! 2 2222,83. 
Simetrie in raport cu originea si cu axele de coordonate. Zerourile 
sînt: x=0 şi x=+2/2. Avem maxim ly|24 pentru х= +2; 


minim |y|—0 pentru x=0; un minim marginal |y|—0 pentru 
х= +2]2. Nu avem puncte de intlexiune, 1486. Domeniul де 


хавь. 
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existenţă este: 1 27х72 şi 327х < + о. Zerourile sînt: х=1, 
х=2 şi x=3. Avem maxim |у = 1. 1220.62 pentru x= 
- 8-131; minime marginale |у|=0 pentru x=1, 2 si 3. 
Nu avem puncte de inflexiune. 1457. Avem minim у=0 pentru 


x=1; maxim y= 44. 1,06 pentru х= — ii punct de inflexiune 


pentru х= —1, у=0. Asimptota: y=x— b, 1488. Funcţia este 


simetrică în raport cu axa Oy. Minim y--—1 pentru x=0. Conca- 
vitaea in jos. Asimptota y=0. 1459. Funcția este simetrică în 
raport cu originea. Zerourile funcției sînt: x=0. Avem un minim 
j=} ióse—2, 52 pentru х= —2; un maxim у= 1/16 pentru 
х=2. Punct de inflexiune: x—0, y—0. Asimptota: y=0. 1492. 
Functia este simetricá in raport cu axa Oy. Avem minim y— 
— 422,5 pentru х= +1; un maxim y=2 pentru x—0, Conca- 
vitatea in jos. 1491. Funcţia este simetrică în raport cu originea 
coordonatelor. Punctele de discontinuitate sint: х= +1. Funcţia 


are un zero pentru х-0, Avem minim у= Ra, 38 pentru х-13: 


/3 
maxim s=- 5 pentru х= —l/3. ros de iuflexiune sînt: 


X 70, у=0 si x, з= x3, y; з= £1 i. 1492. Domeniul de existenţă 


al funcției este: x=0 (punct izolat) si |x|2.1. Funcţia este 
simetrică în raport cu аха Oy. Avem minim marginal у--0 pentru 


х= +1. Concavitatea în jos. Asimptotele sint: у= 
şi y-—3 pentru x-—co. 
este: x 50. Minim у= 3 Y 3z41, 30 pentru х= i. Concavitatea este 
in sus. Asimptota este y=x+ i 


3 pentru Х-»--со 
1433. Domeniul de existenţă al funcţiei 


1494. Domeniul de existenţă este: 
X310 şi x<—3. Funcţia are un zero pentru х= Ime дш 4,30. 
Functia are un minim у=13 pentru x——j4; un maxim marginal 
у=1 pentru Х-0.  Concavitatea în sus.  Asimptotele sint: 
у= 5 —2х pentru x—>— œ; у= — i pentru x—--co şi y=—3 
pentra x——3—0. 1495. Minim у=0 pentru х--0. Punctele de 
y27—5 


3 
inflexiune sint: x, ——(2—] 3)22—0,27, у = үеэ 220,46; xy - 


iu. 


f 


n 
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5427 


----(2--|Зуаг--3,13, y- — VE 22— 1,72. Asimptota este 


х=—1. 1496. Funcţia este ms in raport cu axa Oy. Functia 
este E ga Avem un maxim у= | 3221,73 pentru x—0; minim 
у=] 224,41 pentru х= +1. Asimptotele sînt: у= + х. 1497. 
Perioada funcţiei este: Т--27: domeniul dpi este 0 xz 2n. 


rs- 


erourile funcției sint: x, =r- arcsin 11212 şi x—2x— 


Y 


—arcsin үз ‚19т. Funcţia are un minim y—1 e х= 3 
şi у--1 pentru x= Зе, ; un maxim у= 1 -z pentru х 6 six 


= 
E. Punctele de inflexiune sint: x, =arcsin ae 22 0,327, у= 


/33 . /33 19--3 (33 
= 13398 да, 13; x, —*—arcsin 13-88 10,685, yo BOE, 


з= --arcsin ҮЗ 


y33—1 1 


"x 
221,201, уз= mom &40,055; x,— 27 — 


_ 19- 3 (33 


—arcsin S 231,807, y 3; . 1498. Perioada funcției 


este 2x; domeniul fundamental este — nr £ X £ T. Funcția este 
simetrică în raport cu 2 Zerourile sînt: x=0 si х= 7. 


1 
Funcţia are un minim у= — 3 15 y154, 7, 3 рон х= —агссоѕ т 23 
22—0,42x; funcţia are dh maxim у= = 15 (15 15227,3 pentru х= 
noni 220,42x. Punctele de iterum sint: Хү-40, y,-0; 
X, «= +агосов[ — |= £0,847; у, з= E 2 VT5 ~ +2,54; Хүүг 
= tz, y,j—0. 1499. Perioada funcţiei dis T—2m; domeniul 
fundamental : —m x. Funcţia este simetrică in raport cu 
originea. Zerourile sint: Хү--0 şi x, з= +. Valorile minime sint: 


2 
/2224—0,94 pentru x=— 3s six т, у= = pentru 


x 2 үз 
; valorile maxime sint: у= — 3 pentru x ээ = 3 E 
pentru х= т şi х= За, Punctele de intlexiune sint: x,—0, y, =0; 
х, у= + arcsin [= + 0,377,  y,,— 5 13020,81; x,,— 


= + (ас [$] ~ +0,637, y, ,— 2 130; x, ,— xv, ys 7 0- 
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1500, Perioada funcţiei este: 7—25; domeniul fundamental este 

[—% я]. Funcţia este simetrică în raport cu аха Oy. Zerourile 
1-ү3 

funcţiei: х= + arccos : 


£2:-0,625. Valorile minime sint: y= ; 
1 - " е "T" 
pentru x40; y=— 1% pentru х= +7; valorile maxime sint: 


y- 3 pentru x= + F Punctele de inflexiune sînt: x 


1,2 


1—33 


= + arccos ш 22 +0,18ётх, yi, 520,63, X, ,— + arccos ихийн. 
220,707, уз у —0,44. 1501. Perioada funcţiei este: T= ET 
domeniul fundamental m Е . Functia este simetricá in raport 


cu axa Oy. Funcţia este pozitivă. Are un maxim y—1 pentru 
x—0; are un minim у= Í pentru х= + E 1502. Perioada func- 


x 


еі: T—7; domeniul fundamental este | — s 2| Avem simetrie 
în raport cu аха Oy. Zerourile funcţiei sint: x, =0 si БОРЫН ++ 


Minimele sint: y=0 pentru х=0 si y 1 pentru x= + 2 ; functia 


: 1 т T HAM 
are un maxim у= = pentru х= + v. Punctele de intlexiune sînt: 


/129 1 

XQ + i arccos trtum Alim, у, 0,29; х, (= + 
1129 "n +: 

Xarccos кше =0,36т, y, = —0,24. 1503. Perioada funcției: 7—27; 

domeniul fundamental: 0.x.-2-. Punctele de discontinuitate sint: 


3x 
х= 


Do 


tol es 


1 i. Zerourile sint x,—0, x,—z, x4—2w«. Funcţia 
n-are valori extreme, ea este crescătoare. Punctele de inflexiune 
2 2 


is 5z 1 : 3a 2 
sint: Хү- T, yi T Ya ER Asimptotele: х= ES si 
Ta 


х= т. 1504. Perioada funcţiei: T—2z; domeniul fundamental 


3-3 Ха 


este |--л, x]. Avem simetrie in raport cu аха Oy. Zerourile funcţiei 


sînt: х= + 87 Funcţia are un minim y—1 pentru х=0; un maxim 
у=—1репіги х= +т. Asimptotele sînt: х= + 2 8 X; Зэ 


1505. Avem simetrie în raport cu punctul O(0, 0). Zerourile 
funcţiei sînt: x, =0, X, 4^7 +0,377. Funcţia are valorile maxime 
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2 —1+2kz pentru х= 1 Hkz şi у-- (2 asd + 2 | 


pentru х= — (2 Hs) (k=0, 1, 2,...); funcţia are valorile minime 


y= E tl-2Kkz pentru x= Se | a şi y=— [2 —1+2&=) pentrü 


х--13 Hz) (6-0, 1, 2,...). Punctele de inflexiune sint: x— fer 
k număr întreg. Asimptotele stint: х= ч, k număr întreg. 1506. 


Avem simetrie in raport cu dreapta х=1. Funcţia este pozitivă. 
Ea are un maxim y=e pentru x—1. Punctele de inflexiune sint: 
X, olx n Y, з= l'ez21,65. Asimptota este y=0. 1507. Avem 
simetrie în raport cu axa Oy. Funcţia este pozitivă. Ea are un maxim 


у=1 pentru x=0. Punctele de intlexiune sint Хүүг | +1, 
3 vi 
Jia A е ? 220,56. Asimptota este у=0. 1508. Funcţia este pozi- 
tivă; ea are un minim У--1 pentru x—0. Concavitatea in sus. 
Asimptota este y—x pentru х» + оо, 1509. Funcţia este nenegativă ; 
х=0 este zeroul acestei funcţii. Are un minim y==0 pentru x=0; 
$33 2 
un maxim y= Vie 3 220,39 pentru x= 2. 
-16 й 
2-18.4, 045, 24034 şi xm 2518 шарав, 
2220,30. y=0 este asimptota pentru x-»-L co. 1510. Funcţia este 
pozitivă pentru x>—1 si este negativă pentru x<—1. Ea are un 
minim y-1 pentru x—0. Concavitatea in Sus pentru x7 —1 si în 
jos pentru x «—1; x=—1 este asimptota. 1511. Avem simetrie in 
raport cu аха Oy. Funcţia este nenegativă ; ea аге un zero pentru 
х=0 şi minimul у--0 (punct unghiular) pentru x=0. Concavitatea 
este în jos. 1512. Domeniul de existență al funcţiei esie: хэд, 


Punctele de infle- 


xiune sint: x, — 


X—1 esteunzero al funcţiei. Ea are un maxim у= 3 220,74 pentru 
8 
X = @Фл® 7,99, un punct de inflexime pentru x— е3 ~] 4,33, 


4 
y= $ € 3 220,70. Asimptotele sint: у=0 pentru x—+0 si y=0 


pentru x>+ co. 1513. Avem simetrie în raport си:огісіпеа coordona- 
telor. Funcţia are un zero pentru х--0, Extremumuri nu există; 


505. 
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funcţia este crescătoare; x—0, y=0 este un punct de іпћехіцпе, 
1514. Avem simetrie în raport cu originea coordonatelor. Funcţia are 
un zero pentru x=0. Funcţia este crescătoare. Concavitatea în sus 
pentru x>0 şi în jos pentru х<0; O(0, 0) este un punct de infle- 
xiune. 1515. Domeniul uc existenţă al funcţiei este: |х| < 1. Ea este 
simetrică în raport cu originea coordonatelor. Funcţia este monoton 
crescătoare. Concavitatea este n sus pentru x>0 şi in jos pentru 
х<0; are un punct de inilexiune pentru x=0, y=0. Asimptotele 
sint: х= 4-1. 1515. Avem simetrie în raport cu originea coordona- 
telor. Funcţia are un zero pentru x=0. Nu are extremumuri, funcţia 
este crescătoare. Ea are uu punct de inilexiune pentru х--0, y—0, 


Asimptotele sint: y=x— r1 pentru x>—c şi y=x+ - pentru 
x— + co. 1517. Funcţia are un zero pentru x2z— 5,95. Ea are un minim 
y- : + -у 541,285 pentru х=1; un maxim y-—i + 5л 221,856 


pentru х= —1. Concavitatea in sus pentru х:-0 şi în jos pentru 
x<0; un punct de inilexiune pentru х=0, y=0. Asimptotele sint : 


y- А +r pentru x—— о şi у= 3 pentru x— + co. 1518. Avem 


simetrie în raport cu axa Oy. Funcţia este nenegativă; ea are un 
zero pentru x—0. Funcţia are un minim у=0 pentru x=0. Con- 


cavitatea in sus, Asimptotele sint: у= — 2 х-1 pentru x——oco 
şi y= E х-1 pentru x—--co 1519. Funcţia este simetrică în 


raport cu originea coordonatelor. Ea are un zero pentru x=0. 
Funcţia are un minim y-—-x (punct unghiular) pentru x—1; un 
maxim y= F (punct unghiular) pentru x=1. Punctul de inflexiune 


este x=0, y=0. Asimptota este у= 0. 1520. Avem simetrie în 
raport cu аха Oy. -Funcția este nenegativá; ea аге un zero pentru 
x=0, un minim y=0 pentru-x=0 (punct unghiular). Concavitatea 
în jos. Asimptota este у--т, 1521. x=0 este un punct de discon- 
tinuitate; x=—2 este un zero al funcției. Funcția are un minim 


у= 4] 226,05 pentru х= 2, un maxim у= 1.240,31 pentru x— 
5 


-——1;x- Е 220,13 este un punct de inflexiune ; 


y=x+3 este asimptotă. 1522. Domeniul de existență al funcţiei 
este | х1. Ea este simetrică în raport cu аха Oy; are un maxim 


2 8 
PERLE 


| 
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marginal y-2" 2222,67 pentru х= +1. Concavitatea în sus; y=1 

este asimptota. 1523. Domeniul de existență al functiei este: x—1 

şi x-2. Punctele de intersecţie cu axele de coordonate sint 

1° [10 _, 
3 


es — 0,72. 


Asimptota este y—0. 1524. Domeniul de existenţă al funcţiei este 
|х| Са. Punctele de intersecţie cu axele de coordonate sint: 
(0, —a) şi (0,67a, 0) (cu aproximaţie); funcţia este monoton cres- 


cătoare. Ea are ип minim marginal Je—-d pentru x=—a şi 


(0, In 2) si (т? 0). Maxim yæ1,12 pentru x= 


un maxim marginal у= EE a pentru х--а. Concavitatea este orien- 


tatá in sus. 1525. Domeniul de existență al funcţiei: x0 şi 
Хы-үэ Ea аге un minim marginal y=0 pentru x—0. Fa are un 


maxim marginal y=z pentru х= 49 Concavitatea in jos pentru 
х0 şi in sus pentru xœ 4- Asimptota este y— 5 » 1526. По- 
meniul de existență al funcţiei este: x>0. Funcţia este pozitivă. 


le 
Ea are un minim y— (+) 220,692 pentru x= i 220,368; еа 


are un maxim marginal y—1 pentru х----0, Concavitatea în sus. 
1527. Domeniul de existenţă al funcției este х>0. Ea are un mi- 
nim marginal y=0 pentru х= --0; un maxim y—e'^z21,445 pen- 
tra x—e. Asimptota este y—1. 1528. Domeniul de existență este: 
х>—1, x250. Funcţia este pozitivă. Ea are un punct de discon- 
tinuitate neesențială pentru x =0. Nu are extremumuri ; funcția este 
descrescătoare. Concavitatea in sus. Asimptotele sînt: х=—1 şi 
y=1. 1529. Funcţia este monotonă pentru x—0; ea are un minim 


marginal y=0 pentru х= +0. Asimptota este y=e[x— il 1530. 


Funcţia este pozitivă. Ea este simetrică în raport си аха Oy. 
Punctele de discontinuitate sint: х= --1. Ea are un minim y=e 
pentru x—0; un maxim y= NT 250,15 pentru х= --l/3. Funcţia 
are patru puncte de inflexiune. Asimptotele sint: у= —1 pentru 
х---1--0: y=1 pentru x—1—0 şi y=0 pentru x—co. 1531. 
Funcţiile x si y sint nenegative ; XQí7 0 pentru f——1; y,,-—0 
pentru 1—1. Concavitatea in sus pentru />—1 şi in jos pentru 
ЁС--1, 1532. Punctele de intersecţie cu axele de coordonate sint: 


(0, 0) pentru 4-0, (273—3, 0) pentru r=+|3 şi (0, —2) 


94 
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pentru t=2. x,,.—1 $i y,,,—1 pentru t=1 (punct de intoarcere)? 
Улт —2 pentru #— —1. Concavitatea in sus pentru /«71 si în 
jos pentru £71. 1533. Punctele de intersecţie cu axele de coor- 
donate sint: (0, 0) pentru /—0; x,,.—0 pentru f=0, X in = 
pentru f=2; y este descrescătoare pentru £ crescător. Punctul de їпйе- 
хїшпе este (—0,08 ; 0,3) pentru £22— 0,32 (cu aproximaţie). Asimptotele 


sint: yz 0, x=— I şi y= 5 -- 3 » 1534. Punctul de intersec- 
(е cu аха Oy este: (0, 1) pentru 7—0; punctul de intersecţie cu 
аха Ox este: (—1, 0) pentru /= со. Extremumurile marginale 
sint: X,,,—0 $i y,,,—] Pentru /—0; x,,.——13$iy,,,—0 pentru 
= co. Nu avem puncte de inflexiune. Asimptota este y= p Con- 


cavitatea in sus pentru |? |2-1 si în jos pentru | «1. 1535. Func- 
{Ше x si y sînt pozitive; x,,,—1 $i y,;,,71 pentru £—0 (punct 
de întoarcere). Pentru #<0 concavitatea este in sus; pentru £70, 
ea este în jos, Asimptota este у=2х pentru í—--co. 1536. Do- 
meniul fundamental este: [0, =]. Punctele de intersecţie cu axele 
л а 
de coordonate sint: (57 0) pentru t= FS’ (o. — 1 pentru 
т 3x a 
t= As (—a, 0) pentru £— -5-; (o. з) pentru t= 77; (7: 0) 


pentru î= A. Valorile extreme sint: x,,.—a $ y,,,—a pentru 


[—05 y,,,——a pentru £— -F ; x a 


min ^ 


—a pentru t= -z- ; y, 


тах 
pentru t= A. Хах ŞI Yin —4 pentru £—«. Concavitatea în 
sus pentru 0<#< E in jos pentru Ea <<". 1537. Funcțiile 
x şi y sint nenegative şi periodice; domeniul fundamental este 
0212 3 Extremumurile sint: x,,, —0 si y,,.—1 pentru t= "» 
ŞI x,,,—1 91 Ула 0 pentru £=0. Concavitatea în sus. 1538. Do- 
meniul de existență este: £>0. Avem simetrie in raport си dreapta 
x+y=0. Extremumurile sînt : pin — *—0,371, у=-е= 2,12 


pentru f= 4. Ума 2, x=e pentru f=e. Punctele de inflexiune 


sint: x,—-—l/2e-Y ?22 —0,34, y, = — | 2еҮ 222 — 5,82 pentru t= 
=e V 2220,24 şi х=] 2e 3; y, — |/2e—Y ? pentru ?—eY 2 zz 4,10: 


— 
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Pentru t= 4. orientarea concavitátii se schimbă. Asimptotele sînt 
x=0 şi y=0. 1539. Funcţiile x si y sînt periodice de perioadă 

—2n; domeniul fundamental este піт. Curba este sime- 
tricá in raport cu axele de coordonate. Ea аге două ramuri. Ex- 
tremumurile sint: x,,-a, y=0 pentru £—0; Хах 0 Y=0 
pentru f= + т. Concavitatea în sus pentru —п<1<— 5 si O<: 
concavitatea în jos pentru = <1<0 si 5 «л. 1540. Curba este 
simetricá in raport cu axà Oy; Ymin™ 0, х--0 pentru £—0. Con- 
cavitatea їп jos. n 

- E (— co «f«4- o»). Curba este simetrică în raport cu dreapta 
yx, Punctul de intersecţie cu axele de coordonate este О (0, 0) 
(punct “dublu); x, = aV 42 1,59а pentru y—a4/221,2a; 
Jing, 7 V 4 pentru x--a3/2. Asimptota este x+y+a=0. 1542. 
Curba este simetrică în raport cu originea coordonatelor, în raport 
cu axele de coordonate si cu bisectoarele unghiurilor formate de 


axele de coordonate. О (0, 0) este un punct izolat. Punctele de 
intersecţie cu axele de coordonate sînt: (+1, 0) si (0, +1) 


1541. Ecuațiile parametrice sint: х= 


= 
lke | мио репіги |у|= 


EN +72 
= Iom; [у 4,71 pentru x=0, |1, ПЕЕ pentru 


T - РЕЩ: | 
[х |= =. 1543. Ecuațiile parametrice sint: х= Ix y- Ec 


xl, m1 реши y=0; 


unde £— -- co <{< -- оо). Curba are două ramuri. Ea este sime- 
trică în raport cu dreapta x--y—0. Extremumurile sint: X nin = 
= 3.224,89, y-— 4-1 452—2,38 pentru t —1/227—1,26 ; 
za d шаа зу 
-— 3 ya, х= 3-14 pentru t2 —J 1 —0,80. Punctele 
Ymax 3 2 p 2 


de inflexiune sînt: x, 22,18, y,22— 4,17 pentru t= — Vi (7+ 3]/ 5) => 
3 


O 59—191; хум417: yys—218 pentu t=— NI (T—3/8) ~ 


22—0,523; pentru £— —1/2 se schimbă semnul concavităţii. 1544. 


1 Curba este formată din -dreapta y=x şi din ramura hiperbolicá 


% 


i 
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1 

14 
х= (1-50), у-(1-0) Ý (—1«£€« c); (е, e) este un punct 
dublu. Concavitatea in sus pentru хэ у. Asimptotele sint: х=1 
si у-1, 1545. Domeniul de existenţă este : |x | æ In (1--12)220,88. 
Curba este simetricá in raport cu axele de coordonate. Ea are un 
minim marginal |y|=0 pentru х= +10(1- |2). Concavitatea in 
jos pentru y70 şi in sus pentru у« 0, Asimptetele sint: y=x si 
y=—x. 1545. Domeniul de existenţă al funcţiei este : 7-0, | |0, 
unde «= arccos = £ E Curba este închisă. Este simetrică în raport 


| 
cu axa polară. Are un maxim r—a--b pentru c—0O si un minim 
marginal r—0 pentru с= +a. 1547. Domeniul de existenţă -este : 


022у22-3: E 2027; E cop E - Funcţia r este periodică 


de perioadá 38. Curba este închisă si are trei bucle identice. * 


Axele de simetrie sînt : ф= E = 38. [E Se - Origiriea ordo- 


natelor O(0, 0) este un punct triplu, In intervalul Оф EX 
avem: un maxim r=a pentru o— E şi un minim r=0 pentru 
» 1548. Domeniul de existență a funcţiei este: 


seit) st ptum n 
p=0 si = 
lel -5 si 287 <|ф|< 5-а; perioada este Ed - Funcția are un 
minim r—a pentru 2-0 si p= + i - Asimptotele sint: = +6, 
ү-2-р şi фе m. 1549. Spirală care admite originea coordo- 
natelor drept punct asimplotic; r este monoton descrescătoare 
pentru & crescător. Asimptota este e=1. 1550. Domeniul de exi- 
stentá este 1221 220,62. Funcţia аге un maxim marginal с=т= 
15 2. 
pentru r= pet 


Tues. Asimptota este ф---2- pentru r+. 1551. Familia de pa- 


rabole cu virfürile în (1, a—1) (minime). Punctele de intersecţie 
cu axele de coordonate sint (0, а) si (1x: /1—a, 0) (pentru azi) 
Concavitatea în sus. 1552. Familie de hiperbole pentru az0 si 
dreapta у=х pentru a—0. Minime y=2|a| pentru х= |а| si 
maxime y=—2|a| pentru х= — |а | (050). Asimptotele sint y=x 
şi у=0. 1553. Familie de elipse pentru 0<0< + ос; familie de 


hiperbole pentru —oo«a-0; dreapta у=х pentru a=0. Toate ; 


curbele familiei trec prin punctul (—1, —1) şi (1, 1). Pentru yx 


7 


şi un minim « = arccos i aarc 75'30' pentru . | 
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avem: 1) maxim y—]/1 Fa pentru x= = dacă а>0; maxim 
y=- Г Ға pentru х= — пр dacă ЕР У minimele marginale 
sint у= F1 pentru х= F l (0520); 2) concavitatea in jos. Pentru 
ух avem: 1) un minim у= —Vl+a pentru za dacă 
WES dacă —1<a<0; 
maximele marginale sint: у= c1 pentru х= X1; 2) concavitatea 


în sus. Asimptotele sint: y—(1--|/—a) x si у= (1—]/ а) x pentru 
4-0. 1554. Familie de curbe exponentiale'dacá 05250: dreapta 
у=1+ 48 dacă E» Punetul comun al familiei este (0, 1). Mi- 
nimele sint: y= zg (1+ ш 2а) pentru х= d. In 2а, dacă a0; 
y este monoton crescătoare dacă 0220, Asimptota este y- Л» 
1555. O familie de curbe care trec prin punctul (0, 0), avind in 
acest punct un contact comun de ordinul întîi cu dreapta y-x. 
Maximele sint y—ae-!220,37a pentru х=а, dacă а>0. Mini- 
mele sint: y—ae-! pentru x—a, dacă a<0. Punctele de intlexiune 


sint x—2a, y—2ae—2220,27a. Asimptota este y —0. 1558. teint 
y 4 p y 155 EPIS 


470; un minim у=|1+а pentru x= 


а" mn 
1559. (m+n) Rud * 1590. Baza sistemului de logaritmi nu 


trebuie să depăşească numărul е“ 221,445. 1561. Pătratul cu la- 
tura |/S. 1532, Unghiurile ascuţite ale triunghiului sint 30° şi 60°. 


3 
1563. Inălţimea vasului Н--2 ү M este egală cu diametrul bazei sale; 


suprafața totală P= V 547V”. 1594. соз сова 8 „de'a 
este arcul segmentului si 2o este arcul subintins de o latură а dreptunghiu- 
lui. 15 5. Laturile dreptunghiului sint al 2şib/ 2. 1536. Dacă л> 0, pe- 
rimetrul P al dreptunghiului înscris cubaza x si înălțimea y are un maxim 
marginal pentru y=A; dacă h<b, P are un minim marginal pentru 


y—0; dacá h=b, perimetrul P este constant. 1597. b= F3 h= 
Е 1588. Dimensiunile: paralelipipedului 28, К şi RA. 
Үз ys үз 

45 1 3 Р " 

1569. E R^. 1570. = К| 1 ts] T8th din suprafaja sferei. 


A 


" 
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1571. Volumul conului este egal cu dublul volumului sferei, 


1572. as 1573. Dacă iga< $ maximul suprafeței totale a 


cilindrului este atins pentru r— r fiind raza bazei cilin- 


— R 
2(1—igay 
drului. Dacă а> 2, avem pentru г=Ё un maxim marginal. 


1574. p/3 — 1) ү 1575. 1; 3. 1570. Dacă b vs maxi- 
mul lungimii coardei este MB =", unde вс=|а?—}°, iar punctul 
M are coordonatele х- (08-28, у-23 dacá bU maxi- 
mul marginal al lungimii coardei MB=2b este atins pentru x—0, 


y=b. 1577. х= y у- үз? ab. 1578. Minimul suprafeţei este 


atins pentru r=A= З 2 unde r este raza bazei cilindrului şi / 
este înălțimea lui. 1579. ф= 60°. 1530, Trapezul circumscris _сег- 
cului, Laturile neparalele AB— CD—a sec? 7. 1581. a=2x |] 2 = 
warc 288°, unde о este unghiul la centru al sectorului. 158% Ф= 
=агс cos 39 dacá arccos 3 > arctg у? Ф —arctg 7-, dacă 


1584. AM= 


A а | av —bu | sing 1 
arccos 7 «aretg 7. 1583. gx 
3rg-1 : 
mi (1-3) . 1585. Distanţa punctului luminos la centrul sferei 

1 — 
mai mari este egală cu х= =S dacă аъг+Р 15 şi х= 
i Р 
1+8) 
=a—r, dacă г+Ё<а<г+ю|®. a fiind distanţa dintre centrele 
, } У 


2 2 x 
sferelor, 1586. 7 1587. (a?+6 °)”. 1588. v— i12. unde este 
un coeficient de proportionalitate. 1539. arctg К. 1599. Pentru 
1= 40 unghiul de inclinare al barei se determină din formula 
_ VE+ 1286 2 
iba 


3 


cosa ; pentru [>4a n-avem echilibru. 1591. 


E 
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1 
b=3; у=3(1—х). 1592, a 3 €^; b—e^(1—xy; c—e|1-xy* 


+]. 1593. a) Ordinul întîi; b) ordinul al doilea; c) ordinul al 
doilea. 1595. a) 2, (2, 2); b) 500 000, (150, 500 000) (aproximativ). 


2 232) 2 ESO EE 
1596. 1131 . 1597. em , unde p LEE este excen- 
3 


2x02 —q2)2 | 02-02 

tricttatea elipsei. 1598. ee) , unde QUEE este excentri- 
З. 3 

citatea hiperbolei. 1599, 3 | аху | °. 1600. È (1—2 сов20)?, unde 

3 


quero? 


Ir? r3r3— rr] 


в este excentricitatea elipsei. 1601. 2/2 ay. 1602. at. 1604. 
3 


(er? 7 rx 2 yz a? 1 
1605 ты. 1606. r/1-cm?. 1607. —.|/2ar- 1608.4, 1609. yz 


-3| 1610. xo=+680 m. 1611. Parabola semicubică 27 p= 
Z 2 Ж 
—8(E—pY. 1612. Astroida (a8)? + (bn)? = с?, unde с2= 22—02, 
2 2 2 


1613. Astroida (+7)? + (2—1)? —2a?. 1614, Làntigorul п=асһі 
1615. Spirala logaritmicá лае 1616. £—za-- a(z— sins); 
т= —2a+a(1—cos7), unde z—/—. 1617. x, == —2,602; х= 0,340; 
Ха-2,262. 1618. хү---0,724: x,—1,221. 1619. х--2,087-- 
—arc 119535, 1620. --0,824. 1621. 3X (—0,472; | x,—9,999. 


‚ 1622. x; = 2,5062. 1623. x,—4,730; X5— 10,996. 1624. х= —0,56715. 


1625. х= 1,199678. 1626. x,—4,493; x,=7,725; x,—10,904, ` 
1627. x,—2,081; x,—5,940. 


33 — Culegere de probleme si exercitii de analiză matematică 


A! 


CAPITOLUL Ш 
In răspunsurile acestui capitol a fost omisă pentru prescurtareg: 


constanta aditivă arbitrară C. 1628. 27x— 0х84-235-44. 1929. 
бэрхэ — 25x + 3025—1096. I xt. 1630. х—3х°++1х&— 3%, 1631 
x— 1 —21|x| 1632. aln|x|- 2 — £5. 1633. 3 XP x 
A ur : 

1634. + MEE 4/3. 1635. o 4343-3384 
He] 1636. 22257) 1637. 25-22 YTS 392. 1638. 


Ed ET E 
шр. 1639. M 1040. —x--2 in| E33]. 1641. x+ 
Ж, зд x2 x4Yx—i 
ӨЛ 1642. arcsin x+n] 1+x2). S из. mentes 
ах 6* 2 Ai 1} 
1644. i; +2506 py. 1005. — pg P + gia (4) - 1648. 


lese rx. 1647. x—cos x+-sin x. 1643. (cos x+sin x)-sgn (cos x— 
—sinx) 1649. —x-—ctgx, 1659. —:x--tgx. 1651. achat tsha 
1852. x—thx. 1653. x—cthx. 1655. In|x--a|. 1658. х, zx- 3)". 
4 
1657. --1- (1—30)? . 1658. -48 (2-5х. 1659. -———— 
~ 15 (5х—2)? 


1600. — 3 fac 1661. Ч: arcig (s 2). 1662, E x 


үззәїз|, Л. аяз 3 L арузу 
x in] БН | өз. цасан |) 1684. үт m i38 
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1665. "eer 21 1666. —x sin 5a— 1 сов 5х. 1667. - È х 
xctg (24-25) 1668. tg 3.1669. —ctg 2.1670. ad LET zl 1671. 
3 1 (ch x + sili Л 1672. 2th i 1673. — 2 cth z- 


1674. —'1—2. 1675. раз, 1676. —--1п|3—2х°]. 1677. 


-rA x 1678. 1 arctg% . 1679. TE. 


1681. соз 1. 1682. NT 1683. -arcsin $. 1684. ЁС 


. 1686.75 ЎВХЭ 27. 1687. 2sgnxln (V[x]4- 


J| 1680. 2arcig V3. 
+14 
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ze [оов ха | cos up E. az0) 2065. 1,—2I сова-- 
— И тар zena C f, unde n>2-şi £—sin ХУ [sin EIE л 2068. 
з 2 4x3 
СИС тИ 2). 2069 —e—(x?--2) 2070. m — 
4 A 

+ 2) cos 5x4 (® ын Үнэнээ 2071. (21 —10x?--xS)sinx— 
—(20х—4х3) cos х. 2072. (х5 + 3х* + 6x? + 6). 2073. 


26 (8--58--208--608-11201--120), unde t—l x. 2074. e 4 


a cos 2bx 4-2b sin 20x | 2075 ебх | 3 (a sin bx—b cos bx) 


+ 2 (a? --452) 4 a*4- b? 
" 4 53 
-4m SQ вз | . 2076. 5 [x (sin x —cosx)--cosx]. 2077. 


E. [x? (sin x+ cos x) — 2x sin x+ (sin x — cos x)]. 2 ех Ez - 


-5 (2 sin 2x+cos 2х)-5) (4 sin 2x— 3 cos 2x) |. 2079. -7 Ier 3 + 


ү E 1 
+ 3x2cosx—x di sin x+ 2 sin “| — (5 cos x+ 4 cos >) ids 


2080. 5 x yx x sin (2 х) х) +4 cos (2 lx) 2082. x+- 
—in (i-e). 2083. e—In(1+e"). 2084. — 2 +1 ipe а 


+ im (e*--2). 2085. x—3 In lua él 1 "my arctg 53 2089. 


х. 
х 2). 2088. (е рату + 
E) 
ire 
+arcsin (e—*). 2089. | PE HR In (204-246 Ге дех D = 
x 
— arcsin eU 2090. — le (е ех ETX 
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ад 0 


In жери) 6) Vi- 2009 a TE TEE i 


Wire ë+ ie e) Ps 
2093. e( i -i] 2094. —e-*—li(e-^) 2095. etli(ex-9— 


32 


x: 2x 21 
—e? ti (e2), 2096. ©. 2097. 5- [x + ax + 35 — n] + 
--64eili (е2х—4). 2698. х [Inm x—n In"! x+n (n "e ties 
+ (—1) 712 (а — 1).. ит n—1) п]. 2099. - rope х 
эй ш ЫЙ, 2100.— as (met 3 ! 3 In? x 4 3 3 шх+ 2 >|. 2101. 


2102. sn (x+ VIT? 14 x2) _зүтұза 1 ға In (x4- 
2108. —5 X rxin(V1i—x4- ра ti arcsin x. 


In (x4-a)In (x 4-0). 
+ y1-4x2) 4- 2x. 


2104. D —In (x4- Vix). 2105. — $ + $in (x? 2x2) + 


Vi 
5 arctg (541). 2106. шх) + E 22 2x T arctg үх. 2107. 


= RE үх) + p 2553 arcsin(1—x e 2108. -- iere X 
x aresin V x. 2109. — 557 Vx? 5 . 2110. —2sgnx 
— 2Yx х агссоѕ x 

x (1—х) V x+ (1-х) ix 211. ur 
dix + T. 2113. x—arctg x+ PE 
-iJ 0 а 145, 215. 


P агссоѕ 1 


ы 1— х2. 


2112, cos х ltz * arctg ai 


—] V1} x+ 


5 sh 2x 


Jig шб VIFA. 2116. — ҮЧ 2117. $805 4 


[In (1 --x2)— 1]. ie х 19 — 


TX: 


ne 
Qmm 2118. E chx. 2119. ис ch 4x ci 98 


24 16 8 


In ch x. 2121. x—cth x. 2122. dnte yei) + 3 arcsin (e7 2x), 


2 inl z ti x b 
2 2 a ch ax sin bx—bsh ax cos bx 
2123. ҮЗ arctg ( 13 | . 2124. 2-8 
a ch ax cos bx-+b sh ax sin bx i 1 2 А 
2125. FW „2126. — g + з аг Х. 


2120. 
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1, xrx 1+х : l+x+x? 1 1х 
2127. у хой agn үлэ |. 2128. 102 Загс 


2129. 2 yY х-34/ x--6 V х—61п nm (2:0). 2130. — $ (15 + 
+10х+8х2) Y x =x) + 5 arcsin Vx(0<x<1). 2131. -2 X 


RR penam 2132. — $ ix Vx (0) 
2183. $ (8— Ax 3:3) TEX, 2134. - 1 n (2 УЗ атов ү: 3 
unde z= үк. 2135. — "ү => |. 2136. 
queer. 2137. —Hne 23 2 JTZ — 2arcsin x ( х | « 1). 
2138. — 3. (Lex + H3 Jep + 3 JE | ztYxvs 
(-0;x«—1) 2139, —BÜTTUO y Cy +x 
x arctg 528, 2140.— EJ CF р [24 + Зх з]? x 


Xarccos(2x 3) (1<х<2). 2141 — x?4- In (44x*) )22arctg 7 iu 


2142. SE 2 aresin x - 3 (arcsin +)? --In | x | 16< |x] «D. эй 
(+ EEG VES) — Vie 226. —EH ү Ег + 


In ух?—1 —4 


1 2 = 
NOT lon yxixi— AT ix| 1). 25. [3 


Vezi! 
=. P" 1+ 1—2 
f 2! 1—2 — > arcsinx—ln = 


= 


(0<х<1). :2148. 


x 
5 21g 5 +1 ra 4 
- cosx 2 74-4 2 +cos 4x 
- z arctg — “Ж = = 
IG sin) + EN ы үз! т 7—4 V 2 —cos 4x 
2148. 1 1 Y 2 + ҮТ-ссовх А [: 22 
Yircox 2V2  y2—JYyicxcox AED. ага 
—* 3524-11-45 (arctg xy. 2150. a (x n| Sr |t e 
4 Tb ma | x1] 4 1 0, x 
Зэн |9. 2461. muscae dnd. 


E -i Culegere de probleme si exerciţii de analiză matematică 


530 RĂSPUNSURI 
mc EI GA 


2 — 10 (x 1--х2 208. — In (1 + cos 2x 4- 

2152. VI-+xZarctg x 4 A: à 7 
+y 1+ cos! x) 2154. -2- E i pa х? агссоѕх (|х n 
2165. = = (x з) arctg x4 pon +x). 2156. 
1-x? um x 

zi inis шин” arcctg x. 2157. 3ü 3 35 Tue 


i TEEN (x1). 2158. "im 
Yi SUA 


z 
1 2 

tg 1 (arcsin х) (Ix | € 1). 2159. ls * +43 + tu (14-х) arcctg x. 260. 

хх (x0). 2i. x—e— arcsin (ех) —n (1 + Үл —е®) (x<0). 2162. 

2163. --г t 


3 Aor 1 


x—h (14e) —2е_ Ёл Сан гн 2); 
MU. 4,2194. —21n(th ху) үз Х 


п +үЗїх 5165 очах. 2186. HEL, 2107. ŽL. 
е 


2168. ze (x+ |x|). 2169. 
dacă x<0; 1—e-*, dacă xœ0. 2171. x, dacă |x| zl; 244 х 
x, dacă |х|>1. 2172. 4+4 — z) fı 2| (x) 
| unde (x)=x— [x]. 2173. а ([x] — (—1) kos z х). 2174. 
x, dacá —o«xz0:5 +x, dacă 02х21; x?4- i, dacă xl. 
2170. xf! (x) — f (x). 2177. + f x). 2178. /(х)=2\/ x. 2179. x— 
-£. 2180. f(x)-x pentru —co<x20; f(x)-e'—1 pentru 
О=х< + о. 


d+olitxl | a=» x| . 2170. &—1, 


x— pentru |x| zl; x— |] + lsgnx шон [x | 21. 2175. 


CAPITOLUL IV 


n? "n 


2181. 127. 2182. а) 5,—16-1 D ES 5,-164 +154 


п—1 » n 
- i Tg 1 үт, 10 230 
+ 28: 95-1 12, 5-7) i: © mn Б 
fco Би п(2" —1) 
10 
- „21 y2- 
С Жү Sate oí S5. 2184. + ioni 
n(2" — D. 
. 2190. 
инт ден 210, In^. 2192. а) 0, dacă nm » шин. 


т 
dacă |«|`>1. 2201. In gpneral, nu. 2203. Nu neapărat. 2206. 
14. 2207. 2. 2208. <. 2209. 5..2210. 1. 2211. 1. 2212, —— 


quz 


25 р rel 
2213. Tis . 2214. Ya In 558 2215. Za: 2216. a) Func- 


На de sub зам integralá isi primitiva sa In [xl sînt disconti- 
nue în intervalul de integrare [—1, 1]; b) funcţia їз arctg ( р | 
fiind primitivă, este discontinuă pentru 022 ша 27; c) funcţia 
2 este discontinuă pentru x—0. 2217. =. 2218. 2003/2. 
2219. --. 2220. 12. 2221. 5 т: 2222. 2.0099: E. 2224. 
b T p+i 
eme i 1 5 
iay3 2—1). 2225. —. 2226. 5-2 f f(x)dx. 2227. c^ 2228. 
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-Z 2229, 4-1. sin 62, 


y3 
a) 2x 14x; e 
2233. is 1; b) E 

1 


3 
е 


2230. L.. 2231. 0; 
n 2 
3x? 23 2x 
Vixx? — Yirxs 
г; с) 0. 2235. 1. 2237. а) 6: b) 3 


—sin a? ; 2232, 


; c)(sin x—cos x) cos (x sin? x), 
in a) 


, dacá a«0; Í— £49 ‚ dacă 0 «zl; 3 — y. dacă 


3» dacă |а! 221; Sg dacă |z| 2 1; с) 2, dacá|x| <1; 


ip |«|»1. 2289. In. 22340 m. 2241. 4r. 


х 1 1 aai 
2242. 2|[1— 1). 2243. 1. 2244. 5. — 1. 2245. 1. 2046. 167 
2241. nl? 2248. 2—5. 2:49, ©. 2250, 5. 
2251. a) Funcţia inversă х= +#° are două determinări; b) funcţia 


x= i este discontinuă pentru £—0; 


tinuă si uniformă а funcției x--arctg / definită pe un segment 
finit care sá parcurgá valorile de la 0 pină la x 5. 2282. Nu. 2253, 


Este posibil. 2256. f(x-r 5) — f (x -a). 2260.52? . 2201. ( [F (arcsin £)— 
0 ò 


dacă 


э 


— f(x— arcsin £)] df 4- 1 [f (2x arcsin £)—f (т-агсэш £)| df. 2262. 4n. 


2263. S. 2264. arctg 22 —2z . 2268. 3154. - 2269. Lin 3— зү 3 —Á—— 
2270, Š ез— 1.. 2271. -66 . 2272. —In 113.227, m 2214. 
= 25: [2 s; 5 . 3 
М —l'3. 2275, 2 lis zl 2216, 27] cu; 1. 2278 
S— 4. 2279. 3-(e—1) 2289. --1п2— Z5. 2281. = 


(25-41)! = 2 "d " А 
= Qu | -3 ° dacă n=2k; 1, Grei” dacă n=2k+ 1. 2282. 
n—i 
v. 2281. 2283. cay (1 iti o EE JE 2284. 
ap? E г 
2" anyi 2285. v. 2281. 2286. m=. e 2287. I, - (21x 


с) nu există o ramură con- . 


(7 


-—- 
— 


" 
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z (2m) ! (2n)! Р 
22211: 1(т--0)! 
2291. 0, dacă n esie (рар; *, dacă n este impar. Lai (Пт, 


nz 


{—ш ҮЗ ptr] 2290. 


n—i 


nds 3 ав, ji б ан 
AEN i e] 2298.5. (—1)"—. 2299.07 01070, 


2302. In punctele de ашшы: ale funcţiei f(x) derivata 
F'(x) poate să existe si să nu existe. 2303. |х| +С. 2304. 


arccos(cosx)--C. 2305. х [x]— шинэ + С. 2306. zn. 
DH А c озуу, INN тх). 2308. 4(114-х | ER 


—lI-xD--C. 2809. —1. 2910. 14—071, 2811.99. 2312, — Z. 


2313. In 711. 2314. —th 5. 2315. 8. 2316. а) — в); с) +; d) — 
2317. a) A doua; b) 4 is c) prima. 2318. a) =y; b) 6-2-, 
c) 10; ji coso. 2319. JS z =b, unde D este semiaxa mică a 


elipsei. 2320. v,,.— X ual. unde v, este viteza finală a corpului. 


T d 1. 1, &—1 
o=: 08-1; e) 6 1 ше 


2321. 4-4, 2322. a) 
lim 0-1. 2323, $ 


»lim9= 1 


хэд k 


+6 (6]<1). 2324. Este cuprinsă între 
хэ +оо 

1 0 

nm si "T Pia 0,01—0,0056(0<6<1). 2328. 8o; (0<0<1). 


2329, 2 0 (|6| < 1). 2330, Өк) 2334. 1. 2335. MER 


2331. «. 2338. 2 ша. 2339. - Зүг 2340. =A «2341. үелэх e 
2343. fii. 2344. 0. 2945.2 1.2346. “ууд, 2947. гүн 
9 Р nae аа 5 аа 
2348. L-n! 2349. s (шс. ER. 2050, = 
n ac —b?) " 
sni (—1 1**! С In (6-61), unde CÉ T. numărul combinărilor de л 
=] 


(n—1)!! 


elemente luate cite k. 2551. 7. — E UE 


» dacă m este par, şi 
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L= ep » dacă n este impar. 2352. / = „= E Ha, dacă n este 
par; I= шэн, dacá n este impar. 2353. a) — 5 n2; 


3 


b) — 2102. 2354. Me e ‚ 2356. а) 1; b) 2 c) 0. 2357. a) 1; 


b) 4 3с) 1 Ly (0). 2358. Convergentă. 2359. Convergentă. 


2360. кше, 2361. Convergentă pentru р>0. 2362. Conver- 
gentă dacă 022—1 si 42-41. 2363. Convergentă dacă т>—1 şi 

n—m> 1.2364. Convergentă pentru 1<n<2. 2365. Convergentă pen- 
tru 1<n<2. 2366. Convergentă dacă m>—2 şi п—т>1\. 2367. 
Convergentà pentru n>0 (a#0). 2368. Divergentă. 2369. Convergentă 
dacă p «1 şi q «1. 2370. Convergentă pentru n» —1. 2371. 
Convergentă dacă min(p, 4) 51 si max(p, q) > 1. 2372. Conver- 
gentă. 2373. Convergentá. 2374. Convergentă dacă p 71 şi 4 <1, 
2375. Convergentă pentru p>1, q arbitrar, r « 1 $i pentru p— 1. 
9 > 1, r«1. 2376. Convergentă dacă p,<1ţi=1, 2,..., л) şi 


DI Pu si Mop 2378. Nu este absolut convergentă. 
2319. Nu este absolut convergentă. 2330. Absolut convergentă 


dacă —1 < PE Ei «0; simplu convergentă dacă 0 = BH. «1. 


2381. Absolut convergentá dacá р> >—2, > р--1; simplu con- 
vergentă dacă p» —2, p«q-p--l. 2382. Simplu convergentă 
pentru 0<n<2. 2383. Absolut convergentă pentru n>m TH 


simplu convergentă pentru m < n = т--1. 2385. Nu. 2392. In ni- 
i 


2393. 0. 2394, m. 2395. 0. 2397. ——. 2398. яг 2399. 4-1. 


2490, 9,9—8,1 lg e = 6,38. 2401. -2-. 2402, та?) 2403. zab. 2404. 

цийн 2405. 88 ape. 2406. e - 2407. Зха?, 2408. ZË. 
[ас в? 

2409. -25... 2419. 1-с 5 240,546. 2411. (8s + 2): (95 — 2). 


2412. x i сл "NEUES 2413. 37a?. 2414, -> 2415. 


— S 
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2417. 3622 2418. a?. 2419. x 


2 
Ut MB (s) 

1 8-8 
2424, i. (1724 x] 2425. UE 2426. .3 a?. 


р 
2421. та? 12... 2428. a?. 2429. Š na, 2430. — —- 2431. 8 uoyt- 1). 


E (418--30), 2416 бка?. 
2420. ze, 2421. A (3--4]2). 2422. 


JA 
ГА 
2 


. 2433. | 12 а?2. 


2432, 2| x (o 27 pin +] 2 


Заг 


i. YT me 
2434. x—l24 Viké—m1t itt. 2435. fH. 2436, 


1+ Y2 


аш 200, 2437. Intg|Z----]- 2438. aln- 2439. 
аарын. 2440. ба. 2441. 29—00. 2442, снна, 


2443. 8a. 2444. 22а. 2445. 2 |771) 


T 
Y2ch-5- -lch T до 


-12 не 2446. ха (1-:4:24--5- In 2 4- 13-422) 
2447. 1+" a, 2448. Sa. 2449. p[/24- In (1 4m. 2459, 354. 
2451. a(js —thz). 2452, 24-143. 2455. 25. 20,13, 2456. 


2? (2а--с). 2457. 1 10А--а) B+ (A+2a) 0). ea Ei pă e 


4-8Н, 2482. abc. (2468. -3-хайс 


2 


--(A--2a)0]. 2459. 
2464. SEIE. 2465. 40 аз. 2498. -2- {= md 2467. 15 аз Vad, 
4 їз 16 


2488. ze. 2489. 2. QN 2512 ша, 2472, Š таб? 2473. a) ЧЁ; 
ж а) 4g ab; 0) 299. 2476. 
2240? 


222426. 2478. 2—59. 2470, ыг 


5ü-e m 


b) 22 2474. a) 27. b) 25, 


а) 5-00) 25. 2477. 
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2480. a) 5x2a?; b) 6n2a3; с) 7n2a3. 2481. а) 32, 108 2 zab? ; b) 32 105 2 азр, 
2483. a) $ na; DE т203, 2484. a) ze [узъ а+Ү®—--]; 


Ё zu. PE FE 2 а? 3+ Y18 
рт: 9 To 2485. сүз. 2489. 55: 21134-21025118), 


2487. 2a V z2a2- Apa 4 8 — In c e - 2488. “| 15 8-8 


2 
+ i 0230080]. 7489. а) F Ix, + p) V2px, F p? — ра]; 
b) -- (pax) И р 239) j-p nls E, 2490. а) 


arc sin e 


252+ 2rab — — ; b) 27a?+ — ме In Тэ 5 MU unde: ez. VE E 


este excentricitatea elipsei. 2401. 4m?2ab. 2492. 18 лай, айн, а) 


na[26--ash 2); b) 25a (a--bsh-2- —ach-"-). 2494. 4а°, 2495. 
b) 167202; с) 32. па?, 2498. зк aV). "vd 


E хад, 2498. а) 27a? (2— үз, b) 2ха? |2; c) 4xa?. 2499. — 


a) 6 ъа; 
E таў х 
x [14/5 +17 (24- V8) 1,013. 2500. VAS p3; P= 2®р%(2+] 2+ 
+ In(1-/2). 2501. М, = 24°; Mp= E. 2502, M,— =H; Mu m. 
(9 e 0) _ Gb areh? 
2503. М) 07; М9) 300. 2504. M= 977; 
2507. ху--а 2 5-, уу-0, 2508. |2 a, 2 aj. 2509. (s. o 
2510. (o, o, HH 2511. өуер--а unde «—aretg i. гу 


M= 5y © ra. 


20 ^ 30 
mr 


Vitir. 


Spirala logaritmică r= рэг” emita, 2512. фу--0, T= 4 а. 
m? 


2513. x,—74, уу= -5-а. 2514. x,— -2-а, уу—0. 2515. (0, 0, -4.]- 


2516. 75 kg. 2517. Ay mg unde R este raza pămîntului ; 
А„= шо №. 2518. 0,5 кот. 2519. 1740 кот. 2520. i-a. 2321. 
708 -- T. 2522. v, 1-- 4- T^. 2523. -+ shw?R". 2524. Proiecţiile 


` 


L) 
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forţei de atracţie pe axele de coordonate sint: X—0, Y— „шщ: 
unde k este constanta gravitaţională. 2525. 2x km 8, pem 

mn 


unde К este constanta gravitaţională. 2526. Aproximativ 3 ore. 
2527. Vasul trebuie să fie mărginit de suprafaţa formată prin 
rotația curbei у= Сх! în jurul axei Баян Oy. 2528. Q—Q,X 


x2 ня, 2529. 99,929/, 2530. m. 


In răspunsurile referitoare la ebd cu aproximatie a inte- 
gralelor definite sint date valorile din tabele. 2531. — 6,2832. 
2532. 0,69315. 2533. 0,83566. 2534. 1,4675. 2535. 17,333. 
2538. 5,4024. 2537. 1,37039. 2538. 0,2288. 2539. 0,915966. 
2540. 3,14159. 2541. 1,463. 2542. 0,3179. 2543. 0,8862. 2544. 51,04. 


2-4 — 
ИТЛЕ ЕЛЕЕ 
E | 0 | 099 | 165 | 185 | 1,72 | 152 | 142 | 

9 3 
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2548, 2. 2547. 5-. 2548. 3. 2549. 1. 2550. 1. 2551. a) 


o 3 а Бу  dcone-et i -13. 4 
Г.284сог ari? i 0) Т:5рсовор 2552. 1 12. 2553. Convergentă 
numai pentru х= (k număr întreg). 2556. Divergentă. 2557. 
Divergentă. 2558. Convergentă. 2559. Divergentă. 2560. Divergentă. 
2561. Divergentă. 2562. Convergentá. 2563. Convergentă. 2564. 
Divergentá. 2566. Poate fi atit convergentă cît şi divergentă. 
2567. a) Poate îi atit convergentă cit şi divergentă; b) divergentă. 
2578. Convergentă, 2579. Convergentă. 2580. Convergentă. 2581. 
a) Convergentá; b) divergentă. 2582. Convergentă. 2583. Conver- 
genti. 2584. Convergentà. 2585. Convergentá.. 2586. Convergentă. 
2537. Divergentà. 2588. Divergentà. 2589. Convergentă. 2590. 
Convergentă. 2595, Convergentă. 2596. Convergenti. 2597. Con- 
vergenfá. 2598, Divergentă pentru p > 2. 2599. Convergentă реги 
Sta, 2509. Абпуегсеп „pentru р> f 2601. Convergentă. 
2602. Convergentà pentru р -- 9 > 1. 2808. Convergentă pentru 
q > p. 2694. Convergentă pentru d. + q>1. 2605. Convergentă 
pentru Y > !— p. 2607. Convergentă pentru q > p--1. 2608. Con- 
vergentà pentru р ж 0. 2609. Convergentă pentru р> 0. 2610. 


Convergentă pentru р> 4- 2611. Convergentá pentru 051. 
2512. Convergentà pentru p > i. 2613. Divergentă. 2614. Diver- 
gentă. 2016. Convergentă pentru x < 4. • 2617. Convergentă. 2618. 


Divergentă. 2819. Convergentă pentru р> 1. 2620. Convergentă 
pentru p > 1, с oarecare şi pentru p—1, 02 1. 262i. Divergentà. 
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o 


39 


1 . 
2 


L, 2628. Divergentă. 2629, Convergentă. 2530. Con- 


2623. 1,20. 2626. Convergentă pentru «> 2627. Convergentă 


dacă a= 


AN 
vergentá pentru «> 2. 2631. Сопу ети. 2632. Convergentă: e— 


2633. Convergentă. 2634. Convergentă dacă c—0, 3 < —1. 2635, 
Divergentá. 2636. Convergentá dacă а = 0. 2637. Convergentă. 
2633. Divergentă. 2639. Convergentă. 2640. Convergentă dacă 
а =Voc. 2641. Convergentă dacă « < —1. 2642. Convergentă dacă 


a > 1 . 2643. Convergentă pentru а? > e, c=0 şi pentru ас > 1. 


2644. Convergentá peniru а--021. 2645. Convergentă. 2646. 
Convergentá. 2647. Convergentă. 2648. Divergentă. 2649. Con- 
vergentă. 2650. Convergentă. 2651. Convergentă. 2652, Conver- 
gentá pentru «> 2. 2653. Convergentă. 2654. Convergentă. 2655. 


a) N> 100000; b) N>12; c) N>4. 2659. -2- 2660, 1-2- 


2861. 112. 266%. а) -2-102: b)-z-in2. 2964. Convergenti, 2665. 


Convergentă. 2666. Convergentă. 2667. Convergentă. 2668. Con- 
verăentă. 2669. Convergentă. 2670. Divergentà. 2671. Convergentà. 
2872. Convergentă. 2673. Divergeniá. 2979, Absolut convergentă 
pentru p> T; simplu convergentă pentru 0<p «1. 2676. Absolut 
convergentă pentru p > 1; simplu convergentă pentru 0 <р =1. 
2877. Absolut convergentă pentru p>1; simplu convergentă 


pentru As p = 1. 2818. Absolut convergentă pentru |X—zKk|« 


«-j-(k număr întreg); simplu convergentă pentru х==( t4 
2679. Simplu convergentă pentru orice x diferit de un număr 
întreg negativ. 2680. Absolut convergentă pentu р 1; simplu 
convergentă pentru 0 <р = 1. 2681. Absolut convergentă pentru 
р > 2; simplu convergentă pentru 1 <р £2.. 2682. Absolut con- 


: х 1: 2 
vergentá pentru р> 1; simplu convergentă pentru 4 <р&1. 


2683. Simplu convergentă. 2684. Absclut convergentă. 2685. Di- 
vergentá. 2933. Simplu convergență. 2687. Absolut convergentă 


репти p>1; simplu convergentă pentru 4 «раї1. 2688. Di- 
vergentá. 2359. Absolut convergentă pentru p- 2; simplu conver- 


540 RĂSPUNSURI 


gentă pentru 0«р 2, 2690. Convergentă. 2691. Divergentă. 
2692. Absolut convergentă pentru д> р + 1; simpli convergentă 
pentru p<9<p+ 1. 2693. Absolut convergentă pentru p>1, 
921; simplu convergentă pentru 0O<p=g9=<1. 2694. Absolut 
convergentă pentru p > 1, simplu convergentă pentru p—1. 2695. 
Absolut convergentă pentru p> 1; simplu convergentă pentru p—1. 
2595. Absolut convergentă pentru р> 1, 9>1; simplu conver- 
gentă pentru 0 « p—qQ «1. 2698. a)p>1;b) 0<р=1. 2699. a) 
4”р-1,5) р<@ = р--1. 2700. Absolut convergentă pentru 7120; 
simplu convergentă pentru —1 < m <0. 2706. a) Divergenti; b) 


poate îi atît convergentă cît şi divergentă. 2707. 2. 2708. >- 
2709. — 2. 2710. Эра. 2716. Absolut convergentă pentru 


|x|> 1. 2717. Absolut convergentă pentru x > 0; simplu conver- 


gentă pentru х--0, 2718. Absolut convergentă pentru х>—-- 


* 
şi pentru x< —1. 2719. Absolut convergentă pentru |х| 51 şi 


simplu convergentă pentru x— —1. 2720. Absolut convergentă 
pentru Pa кокс i şi pentru 2 езе, 2721. Ab- 


solut convergentă pentru | x — zk | £ "B (k=0, 41, Æ w) 


2722. Absolut convergentă pentru p > 1 şi xzék(k——1, —2,...) 
şi simplu convergentă pentru 0<р=1; х=й. 2723. Absolut 
convergentă pentru Q--p--1 şi simplu convergentă pentru 
р<9<р+1. 2724. Absolut convergentă pentru |х |< 1. 2725. Ab- 
solut convergentă pentru |x| < 1. 2726. Absolut convergentă pentru 
|x| 1. 2727. Absolut convergentă pentru“ х» —1. 2728. Ab- 
solut convergentă pentru x > 0. 2729. Absolut convergentă pentru 
0<|х|<-„ co dacă |а| > 1; divergentă dacă [а| =1 sau 
dacă x—0. 2730. Absolut convergentă pentru x—2 şi pentru 
х>е. 2731. Absolut convergentă pentru х`>1. 2732. Con- 
vergentă dacă 0< min(x, y) « 1. 2733. Absolut convergentă 
pentru |x|« 1, 0=у <+ co şi pentru | x 1,у? | x |; simplu conver- 
gentá in punctul х= —1, у--1. 2734. Absolut convergentă pentru 
тах (|х|, (91) «1. 2735. Absolut convergentă pentru: 1) 0=х<1, 

coc y c-r o; 2) х=1, у>1 si 3) х>1, y>2. 2736. Absolut 


convergentă pentru | x—z | <- , k număr întreg. 2738. 1. 21-225 
6 pe 1 | 4 8 2 
Ex m. 2739. a) Absolut convergentă pentru xœ0, simplu 


2 


z 
Na 
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convergentă pentru — 1 - x < 0; b) absolut convergentă pentru 
р--х-1 şi pentru х=0, |, 2,...; Simplu convergentă pentru 
O<p+xz1; c) absolut convergentă pentru: 1) |х| —1, y oarecare; 


2) x= £h у> 5 3) x oarecare, y=0, 1, 2,...; simplu conver- 


gentá pentru x—1, — i <y< i 2743. Pentru є--0,001 si х= 


— V0, Nz.3m. Nu. 2744. п> 1. 2745. n:.1000000. 2746. 


a) uniform convergentă; b) nu este uniform convergentă; 2747, 
Uniform convergentă. 2748. Nu este uniform convergentă. 2749. 
Uniform convergentă. 2750. Uniform convergentă. 2751. a) Unitorm 
convergentă; b) nu este uniform convergentă; c) uniform conver- 
gentă. 2752. a) Nu este unitorm convergentă; b) uniform convergentă. 
2753. Uniform convergentă. 2754. Nu este uniform convergentă. 
2755. a) Uniform convergentă. b) Nu este uniform convergentă. 


2756. a) Nu este uniform convergentă; b) uniform convergentă. 
2151. Nu este uniform convergentă. 2758. a) Uniform convergentă; 
b) nu este uniform convergentă. 2759. Uniform convergentă. 2760. 
a) Uniform convergentă; b) nu este uniform convergentă. 2761. 
Uniform convergentă. 2762. Uniform convergentă. 2763. Nu este 
uniform convergentă. 2767. a) Uniform convergentă; b) nu este 
uniform convergentă. 2768. Uniform convergentă. 2769. Nu este 
uniform convergentă. 2770. Uniform convergentă. 2771. Nu este 
unitorm convergentá. 2772. Unitorm convergentá. 2773. a) Nu este 
uniform convergentă; b) uniform convergentă. 2775. a) Uniform 
convergentă: b) nu este uniform convergentă 2776. Nu este uniform 
convergentă. 2777. Uniform convergentă. 2778. Unitorm conver- 
gentă. 2779. Uniform convergentă. 2780. Uniform convergentă. 
2181. Uniform : convergentă. 2782. Unitorm convergentă. 2783. 
Poate. 2785. Nu neapărat, 2795. a) Există şi este continuă pentru 
1х1; Б) există si este continuă pentru |х| —--co; c) există 
pentru |х| < 4- оо, este discontinuă pentru x =0. 2799. a) Există, 
este derivabilă pentru x#—k (k—1, 2. 3,...); b) există pentru 


Чх|«-Боо, este derivabilă peste tot în afară de punctul x=0. 


2802. a) а este arbitrar; b) «— 1; c) «-2. 2805. Nu. 2806. 


3-2, 2807. 1. 2808. 1. 2809. Este permis. 2810. Da. 2812. 
cette 


R—1: (—1, 1) absolut convergentă pentru х= —1 dacă p>l şi 
simplu convergentă dacă 0— p.71; absolut convergentă pentru x —1 
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dacă p>1 şi divergentă dacă p<1. 2813. R= *: -4. - 2]. 


Pentru х= — $ simplu convergentă; pentru х= — E divergentă, 


2314. R—4; (—4, 4). Pentru х= +4 divergentă, 2815. R=+o; 
—= + о), 2816. R= 1; [= i]. Pentru х= i diver- 
gentá. 2817. Ё--4-о0: (—co, + оо). 2818. R=2; (—1, 3). Absolut 
convergentă pentru x— —1, dacă p>2, şi simplu convergentă dacă 
0<pz2; absolut convergentă pentru x —3 dacă p>2 şi divergentă 
dacă p.—2. 2819. R—2^; (—2*, 2^. Absolut convergentă pentru 

= —2? dacă p>2 si divergentă dacă p.22; absolut convergentă 
pentru x—2" dacă p>2 şi simplu convergentă dacă 0-—p.2 
2820. R=1; (—1, 1). Absolut convergentă pentru х —1 dacă 
m-.0 şi divergentă dacă m<0; absolut convergentă pentru x=1 
dacă m0 şi simplu convergentă dacă —1<m=<0. 2821. R= 
—min |; 1); (—R, R). Simplu convergentă pentru х= —R dacă 
азый şi absolut convergentă dacă a<b; divergentă pentru х= 
dacă a-.b şi absolut convergentă dacă a<b. 2822. R—max (a, b); 
(—R, №). Divergentá pentru х= +R. 2823. R=1; (—1, 1). Absolut 
convergentă pentru х= x1 dacă a1 si divergentă dacă al. 
2824. R—1; (—1, 1). Absolut convergentă pentru x= +1, 2825. 
R=1; (—1, 1). Simplu convergentă pentru х= —1; divergentă 
pentru x—1. 2826. R=1; (—1, 1). Divergentă pentru х= —1; 
simplu convergentă pentru x—1. 2827. R—1; (—1, 1). Divergentă 


pentru х= +1. 2828. R— d. En 1). Divergentá pentru х= 


= i 2828. R— i [-4. il Divergentă pentru x— + i 
2830, R—1; (—1, 1). Absolut convergentă pentru x— +1, 2821. 
R—1; (—1, 1). Simplu convergentă репти Х---1, 2832, R—1; 
(—1, 1). Absolut convergentă pentru х= —1 dacă {—«—f>0 si 
Simplu convergentă dacă —1«^4—2—f470; absolut convergentă 
pentru х=1 dacă ү——$`>0 şi divergentă dacă 4—a—f <0. 


2833. x20, 2834. |х| > +. 2835, 0< |х| < +оо, 2838  x-—— 1. 
2837. ix —kx|— 4 unde k—numár întreg. 2838, —1--3(xX1)— 


—3 (+ 1--(c-- 1.2839, а) V. X 0х1<1а): b) Y, -EX 


p A (abr 


| 


i 
B 


| 
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2 


(0114—60: c) — У) өх р, 2840. У (71/7 62 


n=0 n=l 


2 2n4-1 x ыг х2" 
(0x22); In2. 2841. У eir 0Х!< +). 2842. У т 


< 2n—1 eo Яг 
(11+ оо). 2843. Уг бух" x [e + ©). 2844. X m den 
п=1 яа 


R S 9 
(ix|« +o). 2845. px- ki pa EEE Al ив 
2 2,92. 2 
(x|« 1) 2846. 1— He Ei (|х| 1). 2847. 
3 
Ін) zT. 4... (02), 2848. e[1— 2 + 


+922 9+... |(|х|<1). 2849. sin (x+h)=sin x +A cos x — 


— sin x— f cos х+... ((A]<+ co); cos (x-- Л) = cos x— sin x— 
— P cos x-- 5, sinx ^... (|! |< - co); 2850. a) (—2, 2); b) (3, 7). 


227-1 
(2n)! 


2851. Y eX uz + co). 2852. 1-- Y (— 1 £— хох < +оо), 
n=) п=1 


+ Bei sani (|| оо). 2854. Y, an (|1). 


T 
2853. LY (—1) (2л--1)7 п=10 
n-i 


п=0 
1 


55. V V (20—101 12-29 

2855. У,(14-1)ха(х|-:1). 2856. х-- iP peer «x«l 
SEE V m jn 

2857. Y, эн (Ix| <1). 2858. + Y, (1—(72)]x (51-44) 
nz n=l 


5 -ай V [uec ua pi 
2559. Y [1 + 27 0) 2860-39 [a+ = рео) 


e = п+1 ГБ—1 п+1 
2861. Ya, x", unde а= (155) +(-1)" (551 (numerele 
п==0 


© e" "T" E 
lui Fibonacci). 2862. 2. J х" sin AED qx |1). 2863. » x” cos na 
п=0 n= 
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(| х| <1). 2864. ls na (| x |< 1). 2865. à men 


2, 1)! pr mo Fi 
2866. XE x" (Ix |«1). 2867. у= p айын | р? m 


n xn 
2п+1 


(—1<x<1). 2868. у se © (|с |< +. co). 2869. $n 


п=0 


(хл); 2. 2870. x4 ун ten 2871. 2:2 1 


(2л-1) ! xl 
(2nW" 2n41 


xtti 
PLE: ati (Oz); b) berf 
n= n=0 


— xn-1 [- i “х= 3) 4) Y TET x 


© 


lc П) e) Y M" gt xz; 


п=1 


со 
x 2n—1)! 
у «Бу + { Eu i X 


Mixte. 2872. -Ñ SOSTE x" (Ix | 41). 2873. a) x+ 


1<х<1); 


1)" 921—1 


с) агсіс2-- у> E Dai 


Хх =———- 
2" (2n4-1) 


92: D esit Et 


гаж? £N pe-nn at? 
Xi (— Ich) 2+ AO) Gapan angi OLLI). 


2814. а) ес [xy ín g ages. п(п—1) сат "i 


се 5 [a 9—0. а"-1х-- neda qn x? 4 -28 
__1ү—1 198 TEN, Ж zii Е = 
с) m В (n D 2) хаз (ID (a ар 3) (7-4) ., 
© 
л 
хак. 2875. Y CD (iiy (-22х20) 2878. 
T 


"4l 
- x (ix 171). 2877. Xx xu ES (х2>0). 2878. ү. 


n=l x 
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(2n—1) 


+ тот |! : 


1 
x»— jj. 2881, 1—-1-х— 4. а 


x Ж 


VA ЕР 


24 x"(x|« o) 


..(фх|<1). 2882. 14+ E їй mcd 


п=2 


хэн 

(—1)!= о, (—2)!— c ete. 2884. 2 „Sei 48.21 "rr 
1 со ză - 

(—1<х<1). 2885. х+2 Y тр X" ([xje 1) 2886. у — тх" 


E п=0 


2 za mE 


(11+ о). 2887. Y, — 5 "(|х| -+ со). 2888. Y(- ie 


n=0 n-l 


n-i [1 кой 


xis — 2889. Yu Еа 
п=1 


Мад x (|х|221), 2891. х-- 


LE (хел). 2890. Y n2) 


ta7- 1 
xac ps 2892. x— lx 25+... daa 


(Ix). 2894, E,=0, Sile ni 


"er i 
n! " m 


1 dog 
2893. —  x— EY pi. 


E | 
2-2 } —0, 2895. Р,(х)=1; Р, = 


-1 —1) (п : : 

Lm pj —24 "e d: Qe. cx xri, „| D (polinoamele tui | 
Legendre). 2898. Ys x", unde 8, 5 а,. 2897. a) R2 min (RR); 
b) RaR, R, 2901. PE x|« + co). 2902. х-- 


xml 
Qn1)Qniri)! 


ЕЕ ыг 
«Улан 1) х (xi« o) 


2л) 1 dg i (| X. 1). 2908. $- ЛЕГ. 


п=0 


35 — Culegere de probleme si exerciţii de analiză matematică 
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(21). 2905. х4-2--254-55---0Х161) 


2904. Уң. 5 

п=1 —1) 
2906. + In 135 wn 2997. arctg x (|х|=1). 2908. chx (Ix |« ^e). 
2909. 1+ 12% ш (1—х) (Ix LZ D. 2910. —(— 1х < 1. 2911. 


£g фх|<1). 2912, 5172 (x] <1). 2918, тв 01х1< 0). 
e R=2; (x—1)--(y—1Y «4. 2917. R= үз? pad: 
2918. R—1; x2+y?<1. 2919. R=1; x?4-y?-1. 2920. R= 


-| 28115 | ; (x—cos ay --(y—sin a) <4 sin? 3. 2921. 2,080. 2922. 


a) 0,87606—arc50*11'40"; b) 1,99527; c) 0,60653; d) 0,22314. 


2923. 0,30902. 2924. 0,999848. 2925. 0,158. 2926, 2,718282. 2927. 
0,1823. 2928. 3,1416. 2929. 3,142. 2930. 3,141592654. 2931. In2— 
—0,69315; 1n3—1,00861. 2932. a) 0,747; b) 2,835; c) 1,605; 
d) 0,905; e) 1,057; f) 0,119; g) 0,337; h) 0,927; i) 8,041; 0 0488; 


к) 0,507; 1) 0,783. 2933. 3,82. 2934. 4,84. 2935. 20,02 m. 2938. -5 — 


- cos 2x 4- i cos 4х. 2937. Seria Fourier coincide cu polinomul P, (x). 


а N* sinQk—1x , x 
2938. = ерх. к. 2980,5 


EST x 
2 Yacht 1) 25 


2940. 2 ўе ароз. 2941. Y Sm. 204205 - 


п=1 


2(a—b) x" соз (2-51) х , 
аў OR) 


A cos (264-1) х « (а—б)т __ 
ЭЎ it . 2943. — 


со 


war 2 +1 
ab) ( 1 NM 2944, 2 12 +4 У cy соз nx. 


3 
п=1 п=1 
2sinza [і , V п+1 COS ЛХ 2sin za 
2045, 289 |, У 0 As |. 2046. x 


m—a mulo 


п=1 


+4 is nx —4к Y sin пх (0<х<2ю); 


^ Ў, (1+1 sin nx . 2047. 2 E ла Y (11 n sin "X 09048, 
? =l 
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n ah cos пх —an sin пх 
(ан) + (an) 


ah | i C 
шиг БЕТ х 


х Y 1 | мл — cos Taf si i2 o +21). 2950. 1— 


n=l 


| 2949. а+14- 2 x 


cos nx, 2951. 16 CU 


1 | v (—1 
— 5 008Х--2 У ун 


п2—1 т | (4m— - 
2952. 4 jj e ED AX э; if е? ; . 
ӨМ ОЇ 1205.2 cm за sin (2k + 1) x. 


2954. 4 cos (2k - 1) x T E sin ze ns 
521 Quee) C 2955. “Ми уы (х#пшпаг în 


treo). 2056, 1. 2 V соз 2 (21+1) х _ 4 Усовэх | 
9) 2 a n+? ‚ 2957. "2 421 
2958. — z + Za cos 2kx. 2959. T +2 E: T - cos nx. 


п=1 


2969. 3 In (1--12)-- Жэт 
: k=0 


ax У 


k=l 


"s E 27 sin “sin | соз(8Е+ 


TIE In (1+V/2)+ £ NE sin (2m—1) * x 


sicci a) eju ay cos ix (— n LX zm) 


n- 


) 2x c уч sin 8 М” зш(2Е+1)х усп); c) E + 
Ў bh та 725 хний 38 


х л т VAM 
6? (dag 2902. х?= 


п=1 


а? < n " 2 
+4Ў\( yen, ; х3—2т? $- Dye nx ds 129 (—1) 
nzi п=1 
sin nx Е 1 e Ж 1 
Ы; Xe Dată? уу (— 1)" 9575 Lag ў ( iur х 
n=l Я 


+ xcosnx. 2063. 5450, Std 2964, 20.2. ER 


6 2 8 2л? n 
n= 


° 
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Зах ү. 


Cos 2лпх 


x p Clz'cos2kx. 2966. У q"sinnx (|g| <1). 2967. 1 2x 
==! п=1 


1 
(02х.23) 2965. — Ch rx 


х Y. q"cosnx (|@|< 1). 2968. Х, 4" cos nx. 2969. 
—2 NAI 2970. -W REIS. 2971. -12- 
LN. (CL cos nx V cos (2641) x sin (2+1) x . 
p? pre, 2972. —2 =® ү 7.2918. DE CAE 
_ а зах d Gio (-1* 
2974. x(s)— 5 22 Gr)? cos +? = Дз скы 
(2К-+Е1)т$ а да 1 (264-1) =5 , 4а 
sin 2d 5, y(s) 2 -55 Qi DE cos 2a abe: х 
k+ 
x ÈCHE sin CEDE, 2975. л) О) e ЙА 
2976, /(—х)— —f (x) ; (ех) f). 2977. a) — Xl со 7- 
23-Р 213) (02 5]; o) 3; (26352 ү 
х (2841) | фе ›х}( " B Ў. (2+1) 
8 


+ pin ets) (023). 2978. am—bn-— 0 (п = 


1 
ж (ok 
0; 1; Dak 
а) ал--0, bx—i 
2982. =„=—а 
=bn cos nh—a, sin nh. 
= sin Эр” 


2979. Qon—1 = bona =0 (n=1, 2, SA 23 
0; b) an=0, b»—0. 2981. 

Bn=bn 2983. 
2984. Ao а Ал= dn 


(n—1, 2,...). 2935. A, ,—a24 
2,...) pm l. 2987. 1.. 2088. 21n2—1. 2989. l.2990. ix 
х [i erbe 2991. In2-— 2. 2992, 3. 2993. 1. 2994. 


2980- 
On — ап, = —n. 


An = a cos nh --b,sin nh, b,— 
sin nh 
nh ? 


aj, А,--а2--03: Ba= 


2995. 3e?. 2997. T- 5 3. 2998. 7 85-18) 


2995. 2е. 1 


2(i—ln 2). 
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2999. A (cos 1—sin 1). 3000. i (4i2—1) 3001. e (ax -+ 
4-б-ах”-1--... оо), unde coeficienţii a (k=0, 1,..., 
termină din egalitatea P(n)=amn edes 


m) se de- 
3(7-41- 1) + oan X 


X (1—1).. бағир „Va n-kag. 3002,c2 I= ава), 3003. 


[ex е . 3904. 1-2 ох 5 sinx. 3005. 4 х 


+i - omoes d md — 
x [sh 2213 , dacă x0; = тй sin V|x]—cos Visi : 


dacă x<0. 3006. п. 3007. 2xarctg x—In (1--x?) (|х| < 1). 


3008. з art + In ТЕЕ (x«t). 3009. 1-3) *—1(1x|«1). 
3 ai Xe x(3—2) 

3010. = "cte 3011. ü- бы 3012. a- T «1 

3013. (1--2x2)ev. 3014. Ew in 2. 3015. " yg* 

3017. 5. 3018. 5 (0«x«25). 3019. ајран реса 
а xta | 

3020. il — В 3021. 5, dacă 0<х<22; 0, dacă a-x«2r—2z; 


LI 


=" даса р балга 


ZR. 


3022. 3 sgnx(|x;« =). 3023. 


cos x л 


5 | sin x(x] <7) 304. 5-1 |х| (li zs). 


N 


3026. 
X cos-(sin x) (|x | « 4- co). 3027. х--Їл, y— js (i, j=0, +1, +2,...). 
3028. 2 (arcsin x)(|x| zz 1). 3029. 11. +E x 


3025. 5 cos X) = sin x In(2 cos 3 (|x| « z). есозх X 


um 
arcsin e , dacá 


3 
G-3* 
, dacă x«0. 3030. zu 


xal; - 4. ах] In n: ixi + Ya—x 
4—х 3 


(4-9? 
. 8082. a) 2: b) 15 


SX. 
1 i-x" 5 (1—х)2' 


3031. 


Бу === 
‚«—1)° 
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3034. 1. 3035. 1+ [5 (—1' 22-03. X . 3035, 2. 


j Z луп Si 15 
3037. — Paging" 3038. 2— 7. 3089. 1. 3040. 5. 3041. 
Е()-4 541 Y | eps ped. 3042. Е()- p" 
-È| 27 асар, 3048, 25а: - Їе- 5- -f unae 


n=l 
2ла" 


e dale excentricitatea elipsei. 3047.77.-. 3048. In (1--o) pentru |o] —1 


şi 5; h mfi +2) pentru |x| 21. 3049. 0 pentru || <1 ^ «no? 


pentru |«|71. 3050. 2-10-9, 3061. --. 3062. 2. 3063. i. 3664. 


a-?, 3065. a) Nu; b) da; c) da; d) da. 3968. Diverge cátre zero. 
3067. Convergent. 3088. Convergent pentru p>1. 3099. Diverge 
către zero. 3070. Convergent pentru orice p. 3971. Convergent 


p p 
dacă a,—a. 3072. Convergent dacă M a = p bi. 3073. Diverge 
zi 


către zero. 3074. Convergent. 3075. trist 73076. Convergent. 
3077. Convergent pentru orice x. 3978. Convergent pentru orice x. 
3079. Convergent pentru | x| «1. 3080. Convergent pentru |x|«2. 
3081. Convergent pentru |х| 6. 3082. Convergent pentru orice x, 
3083. Convergent pentru |х|<1, р, q fiind arbitrari, si pentru 
х=+1, р>1, q> L, 3084. Convergent pentru orice x si p. 
3085. Divergent. 3088. Simplu convergent. 3089. Divergent. 3090. 
Absolut convergent dacă р>1; simplu convergent dacă; <p <1. 


2 
3091. Divergent, 3092. Divergent, 3093. Divergent. 3994. Simplu 


convergent. 3095. Simplu convergent. 3096. Divergent. 3091. Abso- 
lut convergent pentry: «71; simplu convergent pentru -+ x ucl. 


Ао) ч 
3109. F'(x -ro Ў E 33553 24 Моо, |(х)|< с, 
п=1 
(1-1, 2,...), unde Ў €, X + co. 9111, 157,970--6-0,0004 (0<0<1). 
п=1 
9 | 
3112. 1079.77 (1 + yg | (18141). 3113. 0,0798-[1 + 300) (8-1) 


| 
| 
| 


CAPITOLUL V 551 
PN _—_ ——_——————— 


3114.10®. 1,378-|1 +558] 09121). 3115. 10°.4,792./1 +50) (101.21). 
T 8 168 
з116. 0,124-(1 +p) (8 50 3117. Mi. E 3118. 


9n 
3119. 2^ câ (16, | «1). 3120. 


Van 
1.25 4 
d) 1. 3121. Pi) 1— Ba ц 35 


Р,(6)%0,57. 3122. y=yo+ 
3123. у--0,808-- 


Lon 
(ол—1ун—| (2ле 2 (00:11). 


a) 1; b) e; c) $i 


Р,(-41/-43,43: tud 
жи A -1 
+ ZL (ко) + шон 


3 a 
sin 40° 40,645: sin 80*2+0,994. 3125 P(x)— = (7х2— 4x*. 3126. 
1 € 
7i- 3127. ed PER хаф 0—9; вх)= = |х 
п 
í 3 
хі ар „(i-a 


x. 3123. Bn Улат) х 


x с 02077 unde 1--0--а. 3129. вых) Lua x 
" 
е п л—{[(1+х\|! |_ 
x (14-3) 445053) * 3130. Ba E ics; | = + 
5 

+ (Е 3131. Bx) — e" i (e" aie. unde 1-64. 
í 7 22 4 п 

3132. Ви(х)- ylli ri” 4112 Esing) + [eos i Z sinz] | unde 

aca cosQk-1)x. | 


i=V 21. 3135. ex (x) — 5 = à ni or 


Нээсэн 


“гч 


Dd 
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3138. Semiplanul y-.0. 3137. |x| 221: | y| 1. 3138. Cercul , 
х2--у221. 3139. Exteriorul cercului x24- у2>1. 3149. Coroana cir- 
culará 122х2--у2 24, 3141. Lunula X Zx?-4- y? «2x. 3142.-120х2-- 
--у21. 3143. Semiplanul x--y«0. 3144. Perechea de unghiuri 
verticale | yj 2 |х| (x0). 3145. Perechea de unghiuri verticale 
obtuze, formate de dreptele y—0 si y— —2x, inclusiv frontiera, cu 
excepţia virialui comun О(0, 0). 3145. Triunghiul curbiliniu măr- 
ginit de parabolele y?—x, y?— —x şi de dreapta y—2, în afară de 
virful O(0, 0). 3147. Familia de coroane concentrice 27 kx? 
+I т (26--1) ik=0, 1, 2,...) 3143. Exteriorul conului xe 
-+y?—-27=0 împreună “cu frontiera sa, exceptind vîrful. 3149. Mul- 
теа a patru octanti din spaţiu. 3150. Interiorul hiperboloidului cu 
două pinze х?-- y?—2?— —1. 3151. Drepte paralele. 3152. Cercuri 
concentrice. 3153. Familia de hiperbole echilatere avind asimptotele 
comune у= +x., 3154. Drepte paralele. 3155. Fascicul de drepte 
avind vîrful in originea coordonatelor, cu excepția acestui virt. 
3156. Familie de elipse asemenea. 3157, Mulțimea hiperbolelor 
echilatere care se apropie asimptotic de axele de coordonate, situate 
in cadranele / şi И/, 3153. Familie de linii poligonale formate din 
cîte două segmente ale căror vîrfuri sînt situate pe axa Oy. 3159. 
Cadranele / si ЛТ pentru z—0; familia de linii poligonale formate 
din cite două segmente paralele cu axele de coordonate avînd vir- 
îurile situate pe dreapta х--у--0 pentru 20. 3160. Fasciculul de 
cercuri care trece prin originea coordonatelor (cu excepţia originii) 
şi ortogonale cu axa Ox. 3161. Curbele у= s . 9162. Curbele 
y- c. 3163. Familia de cercuri cu centrele pe axa Ox. ortogo- 
nale cu cercul x?--y?— a?. 3164. Familia de cercuri ortogonale cu 
axa Oy care їгес prin punctele (-а, 0), (a, 0), excepţie fácind 
aceste puncte. 3195. Diepiele x—mz si y—5x (m, n=0, +1, 
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+2,...) pentru z—0; sistemul de pătrate mr<x< (m+-1)z, 
лпсу« (п4-1) л, unde (—1)"^" =z, pentru z——1 sau 2-1. 
3166. Familie de plane paralele. 3167. Familia de sfere concentrice 
cu centrul în originea coordonatelor. 3168. Familie de hiperboloizi 
cu două pînze peniru u—0; familie de hiperboloizi cu o pînză 
pentru 420; con pentru u=0. 3169. Familia de cilindri eliptici a 
căror axă comună este dreapta x--y—0, z=0. 3170. Familia de 
sfere concentrice x*4-y?--z?— m (n—0, 1, 2,...), pentru а—0; 
familia de straturi sferice ялах --у?--22 ст (n +1 » unde (—1) =u 
pentru u— —1 sau u—1. 3171. Suprafaţa cilindrică de directoare 
z—f(y), x—0, ale cărei generatoare sint paralele cu dreapta y— ax, 

—0. 3172. Suprafaţa de rotaţie a curbei z— f(x) у=0 în jurul 
axei Oz. 3173. Suprafaţa conică cu vîrful în originea coordonatelor 
şi de directoare: x—1, z— f(y). 3174. Conoidul de directoare: 


x—1, z—/(y), ale cărui generatoare sînt paralele cu planul Оху. 
3176. f (1, za, у). 3177. VIE. 3178. f(—2t-0; z= 


-Xx—i-Yy (50) 3179. f(x) —:3—x: z—2y--(x—yf. 3180. 
16, уг-ха123, 3184. a) 0, 0; b) i 1; c).0, 1; d) 0, 1; e) 1, 
co. 3185. 0. 3186. 0. 3187. a. 3138. 0. 3189. 0. 3190. 0. 3191. е. 


. 5z Ta 
3192.,1. 3193. а) 5 cp F; b) 7 <Ф< ЖЕР 
3194. Punct de discontinuitate: x—0, у==0, 3195. Toate punctele 
dreptei x4-y--0. 3195. O(0, 0) este un punct de discontinuitate 
infinită; punctele dreptei х--у--0 (хэ 0) sint puncte de disconti- 
nuitate neesenţială. 3197. Punctele sînt situate pe axele de coordo- 


nate. 3193. Mulțimea punctelor de pe dreptele x—7:x şi y—7m . 


(m, n—0, +1, -2,...) 3199. Punctele cercului x?--y?—1. 
3299. Punctele planelor de coordonate: х--0, у=0, 2-0. 


o би 
3201. (a,b, c). 3212. у, (х, 1)=1. 3213. 91 —433—8xy, 55 —4уз 


E Jy 

8х2у Pw 1952 8y?, E 16ху, ай 12у2--8х2, 3214. Ed = 

7-7 фх2 ын х ду ду? е ax 
19 аи x c eu 1 du 2x 2215 ди _ 

ets: X— 37 a 32° ду yw ' ox 

ty y'ex 'дхду y'a уз, 9 

1 ди 2x дш 0 би ___2 дш _ 6х 3218. ёс - 
уг? = 5 > хау 3$: gy y x. 
А Е d ар e xy u^ 8. 3xy? Qu _ yQx-y» 


CAG 8» 70 nay ex аа ye! axày 
?u 


{(х#—2у "Eh Тоу Өй _ 
3 нан, 3217. ES = sin (x-y)--x cos (+), S, = 
e. Q2 y^ л 


(+ y) 4 
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2, 22, 
= хсоз(х+у), 2 =2 cos (х+-у) —x sin (x+y), Ёо = cos (x+y) — 
ЕК eu " ди 2х віп х? д 
xsin(x--y), 555 = -—х sin (x +y). 3218, Ma TE if 
д)? (x+y) ox y ду 


_ __ COS х? eu 


7 2 sin х2 --1х2 cos x? 
Ob? хилийг буду y ' ду 
=? тн Хо 3219.90. 2x а 8" 3 а 94 2 авсан р 
"a x у, ду УХ Ч 
yr snl = — 25 sec2 — — — 
jy? 7 2 Au. дах ду x2 y aL ? 1 
T yi ЭШ у sec? . 3220. < = yx", 
- —2 Gu = 6 : 
=у(у—1) x7? E = x7 (12-y In x), 5 = х? In? x (x—0). 32214 
ёи 2y 2u 2 1 eu e 2y eu = 
éy 7 х-уй! Q3) (op дху Or)” ey 
3222, 9" y ёи ME E] 
2 


à COME! бу? хї+уї,' ах Qum 
xÉ—3 Өш xv au ы 


ĝu _ 2xsinx? eu 


2 


3-2 gu Qu — 1 uen 
EP з A (х2 yn . 3223. ax — IF бу = Гүй 
ID RECEN MR" 2S би 
ws ut ady n C day (sel. 3224. 2. = 
43!) 800) xsmy бш 2x|y| дш _ б?—у%зшу 
Mic 9 xiry' б O H Охау er C 
OM Poir y амь ди x Qu —2x3—y—2 
у (ур (7220). 3225. ёх AFPA x^ FPF 
3226. 9" 


eu. и ИШЕ gu 2 E gu 2 RT eu 

Әхду | (hey EAR dx х1у!! у. Jy y!" az 

- [x] mX u _ z(z—1) E | ou 2(241) | х Г eu x 2X 
E у? ox xs yl'ae y 1у/? д Ty 

gu. rx аш 

x b^ y! дхёг дудг y! 

, х\{х | ди yu диш иїйх Qu гц 
х(1448:51| 0l. 3227. 81-12, дуг тэ» iem cnm 
FU _ у(у—уп gu иш х ĝu yulnx 
ex: ea oy 200 дё z (2Е+у!пх), E 

(ztylhxju бш yuü(ziylnnx) | eu an x(z+yin x) 
xz? ý G xz » yz Ыт" 
xzzt0y ә QU Y: cL ME ди „ 00 _ 
(xz250). 3228, $T am ulnx у= Eu ln În) сал 
PD, gu 


xt "oy 


eu 


гузу? (z—1-p zy? In x) Inx £4 yeu (1 ух) x 


ğu 2 
дхду 


CT 2 Zul 
y (1+) х), = ву 


Alaxin? y, 
Ox дг x 


(--у вх), 


—M— rm a 
Ч fena], RET 
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Ч зах + ziny (1+ ух) (x70, y70). 3235. du = 


xm-iyr— (my dx + nx dy), 
-2mnxy dx dy--n(n—1)x?dy?| 3238. du— Bi inci du = 


alc T ЭГЧ x dx + ydy 2, (у dx—x dy)? 
эд dy (y dx—x dy). 3231. du rrr - аи уе” 
238. du ХХ? gey 08-39 (dy) y бх у 3239, du= 


xp? CEH? 
-0»(ydx--xdy; Фи = е? [y? dx? + 2(1 + xy) dx dy + x? dy?]. 
324), 0и--1у--2) dx 4- (z4-x) dy--(x +y) dz, d?u—2 (dx dy+ dy dz 4- 


2.1.2) dz — 2z (x d. dy 
--агах) 3241. du= ХҮҮ Ха аг ар xYyd) Фу 
_ 22]: — у?) dx?+8xy dx ау- (3-2) dy?] —4 (x? + у?хах + уйу) dz 3242 
2 7 (xt4- у)” : : 


ах dy; —2(dx — dy) (dy + dz). 3244, a) 1 + mx + пу; b) xy; 
с) x4 y. 3245. а) 108,969; b) 1,055: с) 2,95; d) 0,503; e) 0,97. 
3249. Diagonala se micşorează aproximativ cu 3 тт; aria se mic- 
şorează aproximativ cu 140 cm?. 3247. Trebuie micşorat cu 1,7 mm. 
3249. 42210,2 m3; 213%. 3250. Ая-7,6 m. 3251. f(x, у) şi 
Г, (х, y) nu sint mărginite in vecinătatea punctului (0, 0). 3256- 
vu ^ 


Mus ok UE ду EH _ au Au 
сал” 25, sS --0. Ta а: 3257. EET г. 3258. Ө" 
= —$ (co E наре m" хи 
$ (cos x + cos y). iion KIE ri 3200. ge BI jer 1+ 
ite 29252 eu 3 x—8* (3—7) 
3xyz + x?y?z?). 3261. KWE at 7$ , unde 


2L (y—q). 3262. со = plgl. 3263. 
x 
ПОЕТА 


(х—уу" п+1 ёх) px? yt 2(тх-- ny) F 

m (n1) n (n—1)]. 8285. (x+p)(y+4)(z+r)u. 3286. sine. 3257. 

A= (0 +3tf"(0+- 2/0). 3268. diu = 24(dx1—2dx5dy— 2dxdy? - 
м. a Т oi k 

di E ES M esse Л 2:24 

€^ 9х89у , Qx39y? ” хдр pi * 

(dx3—3dx2dy--3dxdy*-- ауз). 3210.  d*u = —8 (хіх - 

Y? cos (52--)2)--12 (хах--уйу) (024-02) sin Q2-- y?.. 8271. 


^^ ахау) И 
de rx ‚ 3272. d'u— —(dx9—15 dx*dy?--18 dx?dy*-— 


бе de). 8275 d'u- 


vd US 
У z } 


du =x "yn m (т—1) y? dx? + - 


10 dx?dy? +- 3dy*) sin x sh y. 3273. 
502 
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Bh re emp 


=e +0(adx+bdy)". 3216. d'u— Еэ СЕХ" ® (x) ял. лу 
ах- уз 


"3271. а= Јеху 2) (de dy- Fd. 3278. d'u—e n 


12 
bdy-- cdz)". 3280. a) Au— —u, Au-u;b)Au-i, Acu 
"PAS sa aa) Аи--0. 3282. а) Ап=9[(х®—у%)°: 


1 - 
+ (y2—x2) ? (22-эхуу), Agi —6 (x4- y-- 2); b) АШ-- вэ unde ғ 
= | yF, Mu--0. 3283. Es i сын 2); 2 x -2fü-— 
pre f — 2.py?--2?). 3284 
cu pn 7 xi i 
he 71+ i УА y" й Ч шэн C Leon "m y! 
2 2» MEE к\, eur. am e s бў 
т $^ $t afle y ка Р 5 
х ‚ Өш X? m x, 3235. би 
y sw у y 5a Uy» a|% |» мн 23 E 
= fior far УЯЛ» 9 1 xfi txai 5 & =x, ns 5 ах = fi 
TY L2yf zf t 2Y f n = fe + E Cx? ef 
EU гузу"; Аңа ИЙН -2ху 
eu 291^ d- 
S. -Xyf. 137 +x? 23 з Xy Pa P yfas yer =x SAEC NC 
+ 3286. ps рну) fox fa fe 3287. ли 3f 
+2 f^ RT а 2) 7,467, 3238. du= f(D (а>--0 
dy—YydX, оц; 
РР (dx-+ дуу? 3289. du = Р; Pu- DUE 
—2f(t) — 
o Quix pd 
Xp 


X, 


dx «луш. . 3299. 


pe _0Чх-хйу) _ 


M 


(er)? 

f") 0247 "(£) d, unde dt= yzdx t zxdy--xyd 
A ydxdz4-xdydz) 3292. du=2 13 (хах-- dett 
x (xdxA-ydy-- zdzy4-2 f (dx? + dy2-- dz? ). а 
adt dus du — af, dx 22-2 abf. dxdy -5?f. dy". SEM. 025251 " 
таун f, (dx —dy, diu “Л саадын ^x удах) 


| 
E 
| 
! 
E 
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e 
în 
A 


2 » yMxi—2xMy? ш к 2. 7 
x (ydx4- xdyY 4-2fi- y?dx x ау: LÁ Quei E Е ахӣу "m 
Я dx— dy , , " „ 
—af, CEID 3296. ап—у-(йх+-ау)+]уйе; di fx 


x (Ec--dyy Бал (dx+dy)dz+ ford. 3297. бијар 


-+dz)+ 2f; (xdx 4- ydy 4-zdz); d?u — fi, - (dx 4 dy- агу- Afi (dx 4- 
+dy+dz) (xdx + ydy -zdz) +475 (xdx 4- ydy4-zdz)" -- 2f; (dx? dy*-- 
4-2), 3298. du f, EA p. AIE; quo fex 
dx —xd ó ns dy — yd: » (Gdy—ydzy. 
ipee py 2р, (удх ee ydz) Hi. y 


2f, Сева, 3299. du— (f, --211-- 
+з) dt: Pu- (ft Atf;, L AEP булу онуи. 
-2f,1-6 1f.) de. 3300. du — af, аЬ, dy--cf,dz; da= af" dx- 


х 
ёо iru DEEE Б 


+f dy?-- саў, 422--2а0/,, dxdy 4-2acf y, dxdz 4- 2bcf7, dydz. 30}; 


аш=2|(хах-+ уйу)у--2 f; * (хах—уйу) + 2/;у-уйх+ шу); "m 
= Afr (хах + ydyy -- Af, -(xdx—ydy) 4- 4f, «(у4х-- хау 87, х 
x (х?@х?— у?ау?у--8/у,* (xdx--ydy) (yd-i-xdy) 87, *(xdx—ydy)x. 
X (ydx -- xdy)-- 2f, -(dx?4- dy?) -- 2f; (dx?—dy?)--Afj- dxdy. 3302. 
а"и= f? (ax-+ by cz) (adx--ódy --cdz)". 3308. d'u— | аах 2 + 
+-bdy 8. ++ cdz Zr т, ©, unde E=ax, n=by, &—cz. 3304. 
d'u= n да, 3 +а |на [o 2. + i ае. + 
+42 +; Al d 5 ©. 3305. А (е) = А 2 f'(r). 3316. 1. 
3319. хуг. 3331. xZ 


5 =x. 3332. 2х 8 = у 5 = 22. 3883. 
e EE m Qu , ou , ди s шй, 
y ах х Эў =Q. si aU, бу? TE =0. pen х Rc DU Vu. 


Pz 
тардан E =& Жз 2-18 


е —0. 3341. um эт 5 cos a-+-sin о; m E, 
2 ГЭР" Ta 
36: су ae şi a= ©. 3343. 2. 3344. 2 


1 х+У$ 


Ра 


pa E 


зон 


хамлаа SUME: 


Лю дам! 


АА 


а 
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3345. ч —cosa--cesQ--cosT1; |gradu|—]/3. 3349. |gradu| 


N рл 
cos (grad u, x)  — Хо cos (gradu, y) — 29 cos (grad "e. = 
To To s ): 


=; 
TQ 


= — 2, unde ro= V 64-25. 3347. 5. 3348. 10007 ЇЗ = 


0 2 » Я 
225441. 3350. P aa cos2a+ өн со828- s cos? 4--2 Sm х 
X cos a cos В--2 I COS & cos" -+2 T cos В cos. 3352. ES E 
1 " " 4 ” 
шинийг 1 3353. п". (x, 2х) =и,„ (x, 2х)= — «x, ш (5, 2х)-- x 


3354. z—xe(y)--w(y). 3355. 2--0(х)4-0()). 3355. 2= о (x) 
-yy (X)... Hy quà (х). 3857. и--р(х, у) 41р (х, 24-10), 2) 
3358. u—1--x?y--y? — 2х* 3359. z = 1--ху+у?. 3360. 2-х-- 
++} xy (x+y). 3362. Mulțimea zerourilor funcției f(x) nu tre- 
buie să fie nicăieri densă în intervalul (а, b), cu alte cuvinte- ze- 
rourile funcţiei f(x) nu pot umple în întregime nici- un interval 
(о, @сс(а, b). 3363. Multimea zerourilor funcţiei / (х) nu trebuie 
să fie nicăieri densă în intervalul (a, b) iar fiecare zero al funcţiei 
f(x) trebuie să fie în același timp un zero al funcției g(x). 3364. 
1) O mulţime înfinită; 2) două; 3) a) una; b) două. 3385. 1) О 
“mulţime infinită; 2) patru: у=х, у= —X, y-ixi şi y2— ixi: 3) 


două; 4) a) două; b) patru: 5) una. 3369. 1) Nicăieri; 2)0<х<1, 


Ix [== EE 3) х=0, |x| 21; 4) 1€ix| € yrs ramurile 


APE —= 
uaitorme sint: y=e yit 1 +х2— х! (нг Bn у= 


ET ү — ү: +x2—x* ( exe yep, unde e— —1, 1. 


3397. Puncte de ramificare sînt: (—1, 0), (0; 0), (1, 0; у= 


=f wy [суы ; ([х| <1) unde е(х)= —1, 1; sgnxsi 


— sgn x. 3388. Mulțimea valorilor  iuuctiei Ф(у) trebuie 
să aibă puncte comune cu mulțimea valorilor funcţiei fü. 
3374. у= — Et y ©. 3312. у- У; p 20013. 


T 28 E кен 
4573 hu 5 ru oe SY ra Ох) na 
3372. icio da A 3374, y= didi 


xi (1—1 y? 


x? 
y'—-0. 3378. у, (0) — —1; у,(0)-41. 3379. y,(0)—0; »,(0)— —1 3, 
JO)- V3. 3380. re REY. рта, fme ERE, 
y40) | y xay 7 бур? y ӨР 27 
Pass - 2, m 2 9: х, ô y. 
3381. '—0; y'-— 35 y y. 3383. AUDI 57—715. 
eu х2--22, gu E: gz o +Z 3384. azo у, axo 
^ 90 28 '8x8y 287 дуг 589 N Zi Зу? 
nox „Bz 2xys 02 2xSyz . əz z (24 2xyzh- xy!) 
22— ху’ ду? (22—ху)З ' д% Eai Әх Әу (аху)? ын 
д2 ôz 1 "gm Quo gm х+у+# 
85, 28.3 T чи 2 
3385. ax ду х+у+—1 ^ oxi ах ду oy [rug 3386. 
gz. "xz ,Qgz IO .0m yz |. Gu . xy Suo 
дх ^ xi—yt! ду х2 ° axi (х2— y? 'éx8y (х?—у?)? 92 


GE - 1.2. р 820022 „Bz _ ӧл z — E 
сай” 3387. 5-3 " EY 392—0. 3388. а) –2); 
= дш | 2, dz 182 394 д 
b)— 1. | € oe Б LUN Și aa 13 - 3390. 
= с үх ах, ydy). x 2) dx X " А 
dz — 5 5$ 4 B]: @г= —5 utut an bt 
у 1 2} ау? (1—y2) ах+(1—х2) dy , 22 
+ (8+ 2) "E 3391. dz=— REO EM. ийн 
= 2 -" ox 
_ _ 29 a-ya de peey ин dxdy +x (1—12 d3?) 3399 dz = 
z (y dx Ez dy), dez- PU dixx dy Dă 
you C goes . 8393. dz ^ d. T rry. 
2 (x—z) (у+1) [(x—2^ 7] o u? (dx +dy)-- 
2220—29 aA = 1 уз, 3394. du- — HEIT 
rond aded $^ 2(х+у)- 
2 LL A32) (у—2) 2752 4 ro pon Я 
3395. дх ду аан, (FH 4-227)? LBS —2F,F,F, * Fei 
2 (F|4-2xF2) (Fi -2y F2) Р; 
(Е--2:Б 
ЕЪР дг FA gu арро " 
—2(Е' л FAF(G" 45 FLP ок? Dr Bono 822 


ez Е-Е, дс Р-Р 


. 3896, — p piso pops 


Р С ССРУ: зар, 


1 


__—————. 


л 
dx—dyf; b) d?z— 
(Fi pa (ахау; b) 
T-2FIFFI 4 FF”. dx ус: dy „_ 
(айы о 28 1 422 (у ах—х аур. 3401. Z? E. PZ x 
(ХЕ|--УРЭ) dz X—Y' dg x—y 
dx dy dx dy 21 би Xu-- yu 
de 0 27-41 ба =— 25 —— 1. 3403. ЖОЛ ууп 
аш} ди m: до _ xudyv 24142 Е 
TIyP'! gy харуг? ду хї+у? (32--95-0) 3404. du— 
1 0+хсоѕ р) ах— (sini U—x 080) dy, dv — (sin v—y cos u)dx 
X COS D +y cos tt X 080--уС08 u 
^u4-y cos шау RI (2dx cosu—x dv sin v) 40 
SSV Fy cosu , i: X COS U--y cos d 


Тус COS и—у du sin и) du 


1 ? d 
X cos U4-y cos u 3405. du 5 (dx+dy); dv= T dy— 
Ix—dy); d'u- die; о $ (dx—dyp. 3406. 2 -2 (s 5 


Е e мо ера) 3407. d m 


2 '0x 


AME 3408. $5 Hip tcost сойр 3409, 84... 


sin o 2 * ax? 


о gu cosZu ди sin 20 


"UE T o B aT uoto 8410, dz=0; dz= 


(dx?—dy?). 3411. e 2G9—y?) @ш _ ax—3y "n 


x—2y ° ах? х-2у (x—3yj* 
ou 1 4& EDOD үл, .00 | хє: , (у+1)(у—х) e: 
ôx ДЕ (2-1) (у+2)2 б 0-2? * (2+1) (у +2) 1 
92 99 8X Gv Ox 92 0х ёс OX бо S 
dx 75 ri ёо av би! бу T 84 807730 2) шшде e 
Эд» бо 3414, 94.1 ôL ou UA. eu – 1 Les. 
is ди до" бу el до” d TT до? ox? до eu? 


4 ЭГ -02(05 S9 до 3% дд | 89 9% NA E ; 
e) 90 Qv дидо др ди д0! дидо EX 902 gv до?! би 


2 1 (08 9% ЭМ 080) 8e ар _ ду BN — 9e 6) (др 89 + 
18 120: бид go En Qu до 90 дидо gv Gu әр) \ди до 

? dB бє 08009 091.84 1 f (agis — 322) (9e? _ 
00805 ĝu âv2]ou ди f? ду? 81888 eU доди? (56) 
: 2 8y до 62% Eorum 9% 0% бо $295 
өш àv доди i. диди d 80? др e 4 unde шю 

AR о. ди 12.80 TERM A 3 

. 8415. а) © Sx cos gay =sin 7: b. [sin E P cos - z); 
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ae v, V _ Sino 2204 MES. 4 
бу cos. u Sin, IDE: Tg (sinu—cosp)--1 ° ôy п (sin р—-созр)--1 
E : —(e"—cos 0) 2. 00 e sino : 3416. du T 
9X  u[e"(siuo созо) i] ду ба нь v—cos ax dx i, 
du _ 1 fag, Л) () 9 р-да PE e, f) jy +1, 8 
ах R (852 2) | 444 ДЕ Ды. 5) | 4052) 2 ду? 
г 2Pou 90.9 А aq 9), 5 Seh үр 
"hs e 502 | I 2-3 -I Я| 1), шин к l 
e (g. h) USW 4 p. РО Su _ 6], ди — 
8 ху! 3 $6» 9 / D»: 94. ox  óx' бу 
297. hog _ ôg h) 40.9) ди _ 1, 
=T LI unde ын IGD 1, 90297 3418. S | 
бї _Ь,ди _1, _ 906 п 9 (7, f) 232468) 2 | 
à la 1! unde 1 (v, w)? 27 gu, ш)" 2 8 (o, ш) si | 
_ D(f,g h) _ Rdx t Ldy — 808) = 1 
I= Dia) i dz— Bo: unde Д 30297 2 | 
-êD 900 "-pxx'5—0. 3432. xV=0. 3438. ~; 
80.97 ГА 80097 3431. х 54 


4у 


8-4 | =o. 3434. X +90. 3435, 8 2309 124. y. 


d£ dt | di? ай аё di | 
=0. 3436. у 4my- n 3437. E noa 3438. u” -- с ®- , 
-d (79 — РОЈ, 3439. E 4-(и- +3)4 +21=0. 3440, Л | 

—0. 3441. E —0, 3442, авч ви (20° =0. 3442, £ E GP-i)x , 
х p: + T 0. 3444, u"—u'— cd и. 3440. (1, u, r- 


—0. 3447. F(xu'--u?—i, п, 1)=0. 3450. 7 ..r345i,;. v 


de 
2. 8432, n T2r?—rpü-r2 3453, E, 3484. K= 


irte 2r pr „a. dg NC pad?) 
== бал, 3455, d S = [3; di = —1, 3456. фе түт a 
(724 72)? 
3457. '=х; = y yr. unde 
Ф este o funcție arbitrară, 1 7 
à 


2. 8435. € 
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: CAPITOLUL VI 563 
) х 02 au он, 
c (z—u) A 2.3467. = гн : E —0. 3510. Ка -0, 3511. Au= (5| ES 
i-£* p г-ын T gue А HE Asi 1 E |5 : 1 3 (895: + 
a. - S aa ON "om (00) " ET 2 Pe or^ sno oe 0 
3489. --0, 3470. 2 Зан 3471. des I. 3472. A= , 1 u 3512. ш Quo |) dw) _ [oy ёш\? 3513 
Х?—2хи+и? [E + A | IE E (вя NES | [| 1) " ` 
+u Ц Т- e 2 2 
ёи) “lao CNET : 3514, 250 —0. 3515. E 2. 3516. 99 a D о, 
2 E 2 = 3473. ди +5 +3u+ (ебет et) - 4 2? 9 Qui B du Qe 
X uc eu, " 2w wo, Qo , (00 z) 
0. 3474. 2 Fem ы ai | д^ n ағ 22 uw QU Ба + [55] шил 
E =0. 3476. 3) —0. 3477. и? ow? , дш шоо P ‚ дч Br 
: PU + зе — тий 3520. naci —0- 3523. ыг, —0. 3524. 
е e [1 9? cost o Quo | фш w Do до, дш. ue үр [дю | дюр 
+e- 22822 | $5—— 3479. A— Que, GET OM zl mp m "Rd ("0 [ 1 өх | 
m . 2 42 
S LM (8) i 3526. Scip 3527. A(X, Y) 24 —2x 
3480. gu 257 
eo Font 3481. w= &, 3482. юг. 3483. w= ХА(Х, Y)- асса ieu Уу бя -0. 8528. A = 
si Eo [84 gu 1 Gu, 1 ди i уо — 
Gr 5 Fl- HSL qe Sra $us M85 w= | --- ud соз} үдэх a oct e (y — ya) sin a tg fo, 
ын 1 3486. w= es 3487. i-i Da а). 3488, u— | unde Xo=4 COS « COS fo, Vo= а Sin % COS fo, ну. гур 
- rôp дә cr хай E: 
i m Wt (eta, "unde g şi ар sintfunctii arbitrare. 3489. | + T ego i ; ах —02= $ (a?—c*). | тт Ч 1- 
8. S. ax (); 9 922 2 "i tu, 5 A кы 
M Gu 3490. ag t ET —0. 3491. a Re EJ ti -H, X4-y--2z—4. 3531. х1 1 m acră -3. 
24 2 
2% эъ +0 (58-88 —0. 3402, Бе е —0. 3493. EE, | Ий жее: 30805 ж-з tom шы, Ъ — D 
И ы i 
i Sa gr» 3494. ж —0. 3495. 82. _ 1 82 3496 | (a: 89 7-р 3537. tgo Л. (хо yo) cos at, (Хо Yo) sim ® 
o 2 ди до. 20807 Ж: ди — 5 ‚ Si y-2 _ = 
ua” ra- ОЧ 8497. (Puel на 28085 3498, дш _ | 3538. şi > si 3539. "d I z—5=0; 4 . 9540. 
= 240: б: олор 82 gi du | 3х--4у--122--160: >Á 7.2. 3541. Ee — i. (х= у); 
и2--03 би” aud» V zu US |o & ди 4.30 =0. 3590. [1— | E: е 4 ы 4 2 
92 Su 02 gu f = 
=a 8и дь Т ди д “1+ 9901. и= Ф (x+) y)+p (4-5), unde 7 nm Ari. ;—. 9942. ахух--бууу4-са 2-1: uS ue = 
si ү sint гат е £ | T "T у © С 
= Фи 1 du, me 5 БҮСЛЭН 4 Ex a) Au= | = = 3543. x+y—2z=0; * з = = I = = . 9544. х-у- 
де + pap b) Ади) a +p gr 4. 3504. | 4 х2 y-2. 2-1 ana X багж 
л LES +cw-=0. 3505. А-Х 5 du y ёш , ди Ce hel Er de disse САА | ii oi, al т COS X 
# баш 6 а Yaar tar" 8808. 0 пф, + 2 ы, 580503070 _ yseepeosee ар _ 
21322128 БЭХ ae Xa e Pa] ИЕ | ar dă 
aee cale as [ia] +5 ae ee) T da wap apa] | оу. 3540. xcos poty singo—ztgo=0; ATS — 
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=- PT Sin оо 2—rociga i 
Aa sia "р: 3547. ax sin Uo—Qy COS Us 4- lioz --ацдду: 
_X— l COS Ug J— üt sin bg 2—00 3x i 
= at du, M nip 22-00 133. 2 
a sin Vo —4 COS 1, Up C 3548. ГА ш = + B7? 3549. 
[S aW 2 0 щ 
A(0, +2] 2, 2212); B(z2, 74 +2); C(t4, 72,0). 3559. 
= Жу УЕ ТУ, £-i qo unde d= latc. 3551 25 


+4y+62=— +21. 3558. х24-2—ху=0, z=0; 3y?--422 —A, x=0 


— 2020. 3569 


3x2--422—4, у--0, 3557, 80,011, 3559. COS y= ~ 
M SA К | ў з aja? 
дп 07-30 2918) Ху== yy = үз! b) xy- Jy zy — 1. с) ре 
cercul х--у--2--0, х24-у24-22-41, 3564. 88 = — a! | 

: — 

"o n g 
3566. х?--у?= 2, =ză 2 E 

TX -p нь y 225, 3568. у2-4ах. 3569, Nu are 

întăşurătoare. 3570. х? +? 1, 3571. |ху| = 2. 3572, y 


di og 
28 oat 
Surátoare (locul geometric al ne i j : 

locul geometric al punctelor cca pi js 
4) x=0 este locul geometric al punctelor duble (puncte de int m 
cere); x-—a este infásurátoare. 3575. Torul (| prr 7 on 
3576, х2 sin? ж-- y? sin? B-- Z2 sin? t —2xy cos a соз j—2xz COS a аж. 
—2y2 cos $ cos+= 1. 3577. хуг | “шар 8578. ГЕН 
= a үс XP. yz |? НА х | 2 Ц 
: el'2. 3579. јх »l n 2,1 Te x LR (х2 2 pe ол), 
3580. rx) TO — yo) (2—20), 3531. f(x, у) =5 4+ 2х 
х G1) 7 (171 9-2) 0--2)* 3582. /(х, y, 2)--31(8--10 a 
+0—1)+-(@—1) 7 (x—1)(—1)—(x—1)(2—1)—(y—1) (z — 1)[+- 
t7 1-01 - (215-3 (x21) (1) (2-1). 3583. АЎ (1,—1).. 
= h—3k + (=h әр T К?) = (A?k + hk?. 3584. f (х4-8, dk 
z--D-— f(x, y, z)43-2 |^ (Ах-- Dy-4- E) -- (Dx-4- By-- Буг Ехэ: vs 
cCz)efF(hk 0). 3585. x H1) 1) (9—1)4-R, (1 


1-9 (у. j ( у 
F8(x—1), 1--49-1) (0«9«1), ande R,(x, = elit dx + 


3574. a) у--0 este infásurátoare ; b) y—0 este înfă- 


/ 
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1 +nxedy | +з dx--Anx«dy | [- 202+ E dxdy| a E дув... 
– 95) si @х=х—1, dy=y—1. 9586. 1— $609») — 
—lgriyy 3581. ау1-403-у):5) 5 + ху. 3583 

E UHR ae БО ЫН 


8 

r 
#(xy+xz+yz). 3589. F(x, y) w ' 48 

3590. F=f у) f Un Go Y) fon y) 3591. 

ev 0176, y) | . 3592. 


у Y ох" pn 


п=3т=1 
GP yA, у), 3595. 


т т) 
m (n =т)і 


f i 
охоу ! 


A, f(x, y)- hk 
: (25-1) (2 —25 4-1) 


2) s E25) 
[xi 1, 


хатту + Pez ys Fe 


"Pire + Sf 
К=1 5: 


т(т-41) 
21 


1+ (тх п) + 
vier. 3594. Y, luy €329 ) qxeypen. 389, 


o о a XR эш. 1 vt n 
2a Dager (3 ICE es у|<+ oo), 3595. 3 У (1 
xmym 1 А а NA m 
"wy (516 +=, |у|< + о), 3597. 3 3 ("x 


ü E oii Айси " 
(2л--1) enpi)! S 


2m 2; 5 
pe (х1<+- оо, pis 4 о). 3599, У C1) 


роо, [y| «со, 3598. X, Хар х 
т=0 1-0 


(erp 
AC (22--1) 


x 
х (2а(24) 
02--уг + оо), 8800, Ў Ў (71) T (siet, pie). 3531. 
mzlm 


=i 


fos у) =1+ i-e px 3802. Y, У, = 


m0 no 


mi ni 


(x [<+, | y |« +). 3608. È Cte e-no- IREF 


+œ, 0<у<2). 3804. z—1--[2(x—1)—(y—1)]—[8 (x—1ř — 10x 
X(x—1)(y—1)2-3 (y—1y] +... 3805. (0, 0) este un punct izolat 
dacă a<0; uu punct de întoarcere, dacă a—0; un рипс dublu баса 
а>0. 3698. (0, 0) este un punct dublu. 3607. (0, 0) este un punct 


JS. рх ор 


Qo sa [i Ox 


1 
1 
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izolat. 3608: (0, 0) este un punct izolat. 3609. (0, 0) este un punci 


dubiu. 3610. (0, 0) este ип punct de întoarcere (de speța a doua). É 


3611. (0, 0) este un punct dublu. 3612. Dacă a<b<c, curba este 
formată dintr-un oval si dintr-o ramură infinită; dacă a—b«c, 
А (а, 0) este un punct izolat; dacă a<b=c, B(b,0) esteun punct 
dublu; dacă a=b=c, A(a, 0) este un punct de intoarcere. 3613. 
(0, 0) este un punct dublu. 3614. (0, 0) este un punct de întoar- 
cere, 3615. (0, 0) este un punct de oprire. 3616. (0, 0) este un 
punct unghiular. 3617. х= kr (k=0, +1, з:2,...) sînt puncte de 
discontinuitate de speța întîi. 3618. x—0 este un punct de discon- 
tinuitate de speța а doua. 3619. x—0 este un punct, dublu. 3620. 
х-- (Х-0, +1, 2-2,...)вїл рипсїе de întoarcere. 13621. zmin =0 
pentru x—0 si y—1. 3622. Nu există extremumuri: 3623. Avem 


un minim slab z—0 in punctele dreptei X—pt1=0. 3624. zu. | 


=—1 pentru x=] si y—0. 3625, Zmax=108, pentru x=2, y—3; 
avem un minim slab z=0 pentru x—0, 0<y<6; un maxim slab 
2-0 pentru x —0, —co «y«0 si 6«y« -- сс. 3826. Zmin = — 1 pentru 
x=] şi y=1. 3627. z,;,— —2 pentru x, — —1, yi-—1 şi Хэ-1, 


J2=1 ; pentru x—0 şi y=0 n-avem extremum. 3628. Minim 2 = 30 


entru x=5 şi y=2. 3629, z,4-— End pentru S 3 = 
pen » ҮЗ 


зү а ъ 
1 ар х у 1 
= Жүз} Ie ЗҮЗ pentru — — = "E 3630. z,,.— 
3 
= Vaz 52-6 pentru x= 2, у=? „ бай с> 0; 2м = 


=— |а? D с? pentru xa 2, y- 2, dacă с<0; nu avem exire- 
mum dacă с--0, а24-02540, 3631. 2тах=1 pentru x=0 şi y—0. 
3632. 


-— i , J= i. 3633 59 z= pentru x—1, у= —2, 3634. Un 
maxim z—e-'*222,26.10—5 pentru x=1, y=3; ш minim 2 
1 


Zmi =0 pentru, x—0, у=0; saz— E ё-2 pentru x= 


Зэн 
=— 26. e 825,51 pentru х=— 4, у= `5. 3635. Un minim 
#=1— 10: In 22200685 pentru х—1, y—2. 3836. zmx= 33 
pentru x= 5 şi у= v 3637. z&mn— EXE pentru x=y= 2, 
2тах= мэ pentru х=у= =. 3688. ба 2--14 i In 2—- i EAS 


71,70 pentru x=1, y— 1. 3639. Un minim z= -$x —0,184 pen- 
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FN o i a a o RP 


: А y 

lw ; dm z= 5, pentru x——y- 
tru х=у= = EY æ +0,43; un maxim 2 5; Р | 
— x dL; nu există extremumuri în punctele staţionare: x—0, y=1 si 
ми 2e » 


E = +1 T —0, +1, +2,...). Avem 
40) 5, у= 5 CD rm) $ (m, 170, +1, £2...) 


extremum z—7m-- (= 4 ҮЗ) (—1)"*-2(—1)', „dacă m şi n 
sint de paritate diferită (maxim pentru m impar şi n par, minim 
pentru m par şi n impar); nu există exiremum dacá m şi n sînt 
de aceeaşi paritate. 3641. Zmn=0 pentru x=0 si y=0; r 
slab z=e— pentru х24-)2-41. 3642. u;- —14 pentru х=—1, 
y=—2, 2—3. 3643. Un minim п=—6913 pentru х—24, у= 2 
—144, z— —1. 3644, Avem minimu=4 pentru х= =, у= 1, 
7 а 
"d 3645. umax= T pentru х=)=2 = 7; Un extremum slab 
z=0 pentru y=0, x#0, z#0, x+2y+3z#a. 3646. Avem un 


15a15; jum c 916 090. TN 
minim u ^ Vita pentru х= 3 V16 ай, у= үү 16 ab, 


- iya 3647. Avem un maxim u=4 pentru х=у=2= 3! 
2 2: 


un minim marginal u=0 pentru x—y--z—0 şi х=у=2=т. 3648. 
n*-n42 : 
че зр с -. 3049. 
Hmas | uis pentru x-X,—...—3Xu— үтү, З 


1 
1 


ES а VES! сагай = xn, 0. 
Minim и--(1--1) 2"*' pentru x,—2 > ай өзү e 
Numerele а, ху, X»,..., Xa, D formează o progresie g 


raia q= Vo. 3651. Avem un minim z,— —2 Si Un maxim 
a dad pa 

Е in — /6) pentru х= 
2,—6 pentru x—1, у= —1. 3652. Zmin (4+2] ев 
2 —— (3+ l6): za —2 16--4 pentru x=y= —(3—|б). 3653. 


3a? 


Minim slab z—— зүү pentru x*--y?— ^, 240: maxim, slab 
2 1 
t За? үнэ = üx--c, 
z=- 21 pentru х24-32= ^m, 220. 3654. Zmax= г pentru Х== 5 
Үа2--52 кыр be — 
у= +. 3655. Zmin=—— mag Pentru x lasă 


та 


pentru хүн e е2 m : 
| 8 p E i) 0-4, 2,..., n). 
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а; ———. 
== Vær Р 
e 


Vero. 3 Zmax jab] pentrry-.. 9 — у= de 

E=sgnab z0. 3658. Auges б Яг ши "yag unde 

NN Е аар Pentru x= . a0 иу ар 

тїп Ap, Umax= =2,, unde 3, şi 25 sînt rădăcinile e. ёо ii J= are 3657. 
atei (4-1) LR 


—8?—0 
Şi A, «1. 3658, Extremum 21 (= 
үз "ys Pentru x= g t 


Ёл 
Tg Pee e a айр, 
$i minim dacă / 2 a Ed 2.) (maxim дася 4 
a „2 este impar) 3659, 7 3 este par 
=== LE TN A tmin =— 

3 3? 3? Umax=3 Pentru х-- d Pentin Хэн 
3860. ГА QT pem, 272 8? dee 2—5 å 

QnrEnupya asp. Pentru Ž Г Zo Ё а 


т--п--р 


сс 
13687. tinne? 

Cas "m(n-—C* pentru х= =0, y=0, z= 
5 Umay=q? pentra x= + 


ze 


Ша, y= : 2—0. 8682, up, a х= 

М 82. u, pee [| pentru —y-—z2- 2. 3 

Hint = HY pentru — Yun 23 şi 2-- 2 шаг ээг Нь | 2 
х=у Ys 2 18 Хэ-2-ш Ta $i y= 


E 1 

үр? Jere L g rad 
6 mS Шар i 
V6 s m 6 эк Pentru Х--у- 


"E le i 2 
e? NE I3 3664, Штах== i 


Hinc, şi п, A 
тах= А unde 2 
Sin?& sin2 2 1 " 25 sint r 
=[ go tg иг za + + е e TA ecuaţiei, 32... 
bici "dg л 22 ( 
3688. ир» p S B--C cos b wj] = 0 Q1). 
2 2 . 
А TB c2 ; Штах-- RE 3667, (min = 


Sí 
а avt 

e ui nir з= 1) 2 

ik. 4, 52 (2=1, 4- эл) 


а 
noT Pentru x= £ (= 


pentru x= ii 
y- dom " 3565. 


3868, 


кы 
Илип == 


1, 2,..., n) n 
3860. aue {б үр | 
f 


рор, ааз y " 
E 2 +a, OR, хап pentru х НЭГЭ 

аг ын тэсэн Wi о te se 
& Р - 3871. 5 


Valorile 
extre Е 
me ==), se determină 


| 
і 
! 
| 
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din ecuaţia | а—25,; |-0, unde бу--0 pentru 155 şi îui=1. 3675. 
Intz=—5; supz--—2. 3676. lniz— 75; supz=125. 3677. 
Inf u=0 sup u=300. 3679, inf u= 


infz—0; ѕир2=1. 3678. 
-— i sup u=1+ |2. 3680. 


3682. Nu. 3683. Miuimul este egai cu p= V: 


inf u=0; sup u = e7 а 0,37 


. 8684. Termenii sint egali. 


as А (аат a. ЯГ a "ap Е 
3685. Factorii sînt egali си x;= 2 de i — (i= 
(ai 
—1,2,...,n), unde o; (1-1, 2,...,n) sint exponentii ac CN 
1,1 


valoarea cea mai micá a sumei este Pr E 4 sta D Зил 


1 
ар" и yn у» unde M= 


E. mi. 9987. Tinere cedi | sint Уб, үз, 1 42ү. 3688. 
R este raza cilindrului, iar 77 este 


1 
a: 


. 3686. x=— am Xp y= 
i=l 

H-32R-2| 3. a 

generatoarea lui. 3689. х= $ D Xi, у= Ww EY» z= ү ул unde 


i=l 


unde. 


n 
( +yz а) Minimul sumei pátratelor distante- 


vss (aj: 


ма" 
lor este egal си 1—2N-4- » (х24-у2--22). 3690. Unghiul de încli- 
nare al generatoarelor conului față de bază este aresin E . 8691. 
Unghiul de ыша al fetelor laterale ale а ыг de Бага 


3592. Laturile dreptunghiului sint Z 734 P. 3693. 


ei este агсан 5. 
9 Р Зр с. Зр 
Laturile i x sint 27049 g. 3694. Dimensiunile DPA 


"385. lilfimiea paralelipipedului este egală 
3696. Dimensiunile paralelipipedului 
=! sin eX 


28 
edului si üt = 
P . a iy 
eu. din шээг conului, 
sint 20 ар . 8697. Кране paralelipipedului este Л== 


E 


ҮЗ ү ҮЗ: 
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19—12 dacă загс |2, şi A —0, dacă 0 « « < arcig Ya. 
b 8-р. 3699. 


A 2tga—V2 
3698. Dimensiunile paralelipipedului sint a, 
Хү--Хз Y —Y2 21—20 


і еа 3700. d— ii m m А | unde A = 
3 СКУ = т» п Рә 

СА/т, арт Р ELI! m т 2%. ă- 

ү m i e Ia id 1.3701. ру. 3702. Ра 


tratele semiaxelor а2= № şi 02= Аз sint rădăcinile ecuaţiei (1 — АА) X 
X (1—AXC)—X B" —0. 3703. Pătratele semiaxelor a° =X, 08-43: Şi = 
(АХ-1 DA 


DA Bi—1 EA |—0. 3704. 50 | ABEC. 
| FA ЮМС 


3705. 5%... 3707. Unghiul de incidență este 
Y d? cos? a+b? cos? p+c? cos? Y 


egal cu arcsin nsinc |, deviația razei este е alá cu 
5 2 | 


sînt rădăcinile ecuaţiei 


Зу 
x arcsin (n sir K |-® 3708. Coeficienţii căutaţi a si b se determină din 
sistemul de ecuaţii a [xx]+-b [xl] [xy], a[xl]d-bn— [y D, unde 
n 
ЇХУ|- X. xy; etc. Problema are o soluție bine determinată dacá 
i=l = ы: nan 
2 2(2.0-20) 
х) 220. 3709. tg 2 E37» 
у“ xx 82^— m (уй [ФИ] 
n 
+7 sina, unde xy- lY xy, 
1 "E Ж 


Хх соз @-- 


eic. sint valorile medii, 3710. 4x— 


7 
—-X3 Amin 127 


re Y 


“3111, F(y)- 1, dacá— e <y<0; F(y)-1—2y, dacă Oz yet 
Е(у)= —1, dacă 1<у<+ 2. 3712. Е (у) este discontinuá pentru 
у—0. 3713. 5: 1; 0) душу. 3715. Nu. 3716. Nu. 


е—* dy. 3718. a) —(ez sin a! sin g+ 


| i CAPITOLUL VII 
| 


3717. F' (х) axes es y? 


cosa х 
— — їл ds 
-esi cosa! cos o) 3- f 2201“ dx; b) (+ F 1 sin ж (04-0) — 


sina TM 
/ 
| end E = sin z (a+2); C) 2n (1+); d)2 AC v) dx, unde 
Е TW д ав 
п=х+2 840-Х-01 e) 2% ( sin y? dy-i-2 | sin(2%x-4?) cos (2х2-- 
a xta 0 


3719. F(x) = 3/(х)-- 


4-02) dx—2a$ dx ( cos (х24-у2--92) ду. 


олут (x). 3720. Fr (x) -2/ (х), dacă xE (a,b) si Е" 
хе (а, Ы). 8721. Р" (х) = dacă Af (0) f+ —2/(х + 
аук (x). 3722. Е (x) e (n—1) f (x). 3723. 4—3: 3724. 0,934-- 
1. 0,428: (aproximativ). 3725. цэн Е-Е, а т Г.3129. 
E: e enean лк) —жЛу| + pu PI 3132, 
ш 12111 3733. 0, dacă |а| 


15-1а|). 3735. «arcsin а. 3736. 


(х)=0, dacă 


za; nina? dacă |a|7 1. 3734. 


3 sgn a In ( 


a 
nggi 3738. a) arctg riri 


zimi +2). 3137. 


Nam b-a — p) în H. 3741. a 3. 0. 


CAPITOLUL УН 573 
ЭР " ————— ict 
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са 2 z ; = а 3 | i 
gena 9817. 5:21. 3818. 38,1). 3319, =. 3322. shi 

p" т a ati eri &—& 2-8, К @+(«—р? 
$821. ү. 3822. "j'arelg 715 — Вагов SE qn жа 


3823. D(x)—1 pentru xi«!; D(x)— 5 pentru х== 1-1; Р(х) = 


3742. Max(p, q)-1. 3743, 12:11 < 1. 3744. р<1. 


şi n» - 3748. р» 5 . 8747. Convergentă pentru 
tru а= — = т (п=1,2,...). 3748. Convergentă pentru 5 bI =0 pentru ix 71.3824. а) z sgn a cos ab; b) = sgn a sin ab. 3825. F e— la 


| = 9 zta) 2022 
3826. senae- =. 3827. 5 (1—e—). 3828. TU. 6-1: 3829, 


d eeu. ЭР Les 
4 cop Va 1Yz.t1 1z со (3 
form convergentă. 3731. Unitorm convergentă. 3762. Nu este uni- ERE Cos Bg А . 3830. - | т! уз | ge 3831. | fa] х 
form convergentă. 3753. a) Uuiform convergentă; b) nu este uni- Y ac—b? 


form convergentă. 3734. Nu este uniform convergentă. 3785. 


sin Цин 
Uniform convergentă. 3766. 3) Uniform convergentă; b) nu este 


| 4 


uniform convergeniă, 3767, Uniform convergentă. 2763 Nu este a jE; ) pa Pentru p>a; d) 1-5: 

uniform convergeniă. 3739. Unitorm convergentă. 3770. Uniform "Qmm 2pY p “ан” ас 

= C cum > hus d, 

convergentă. 3772. Nu, 3776. 18. 3718. а= +1. 3779. Este con- e) e SD odi +4); g) lys е ?. 3837. а) 1; b} х2 yi ©) 
tinuă, 3789, Este continuă. 3781, Este continuă. 3782. Este con- 0755 3830, « (х) = le à; unde o= 582 
т „2ах+-а?. 1 sax. .c(x)--—— А ы аа 

пий. 3788. Este discontinuă pentru «0. 3784, (DOM. 3785, ИУ. s ' ps — 
n 1) m © za! . —— . 3846. E. 8847. -Z . 3848. 3х. 

з Өс QU 3) 3788, qm 4 8790, In 2. 3791.0. 3792. 2 у 9848, 3.9844. 55 per зү? ЈЕ са m 
2 а)! 21-1 үл — -- (0<т<п). 3852, B(n- 

a lo (22)2%28)2 8 3849. —*—. 3850, uz] =. 3851. ——( ) 
Xin т: 3793. yin T. 3794. In pe ` 3795. arctg шиг e 2t nsin "7 
2 A d Ea 59 [1—7A 27 ni 

_—arcig у= (12240). 3795. 3 Inv 3797. -(1--ҮТ-209) 3798. | шд ~ aj "pj 3 ml) (get te y 
; a — 3833. —|zl В|, p——5;-]0€——«p| 
zin iiw 3799. -) sena (1-- | «| VIFA. 3800. — In ( Ja] + т т) (0<m<n). 3853. = (| P ala P 


1.181Ү(8 ; z («1-g)**P 25 
3-181) (850). 3801. z а =—=— (а> 0,820). 3802. 3X 
22 
х (0—6) + e Ina 63 în Ё— (652-89) In («-- 8)] (2:0, 820). 3873. 
ac—b2 


— oai 


ТЕ. 804. IE e 5 3805, (2*39»a +4abb—2a c |=... 


54 Eum B (no 1, п4-1) (m > —1,02» — 1). 3855. 
5 (rorem! o. — n 
[TI што en cn. эи, JS. “Рун, 
dii. ы z о! Ho ЯЙ. ы кн 
1) 33 7. — (|n «c. 3858. то В|у 310020) 


2с05 75 (1—1) 


202 


b? ы $ 
3866. 13 e, 3807. EE e, 808. Үх(2--15). 3809, С. 


ИМ... - ËP Yz gen F 
анал iust ви, слу а e=. Т 


5 . E М (ЇГ (р-1) 

а E © : тэс, ap? ЭР : (pă t) 3832. ird 
3812. Š sgnê. 3818. = 151 Vua, 3814. A n] ТЕР, 3815.0, dacă * 
= i РІ E 
iel«IBl; zsgno, dacă (61-18 $sgn«, dacă |«| |81. 3816. : 


3866. «ctg"P- 


+a (ma — 1). 
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3 (Qep«1,0«g«D- 


= (Q« p«1). 3865. In рө 
dg 


zu. 3808. iw € în 128 


3867. 
21 3871: ` 22 8816. = 
op Um) cos ээ 


3870. mE + n- 


а") 
— (a 7 0). 3879. a B 


(а> 0). 3877. - -7m 


эг Plz 5 


[2 
^ 
Mo 
158) 


u 


3884. f(x) = жү 


„sin Ух dă. 3888. ГОО = 21 E 


27 
БОХ! ал x 
= ын | зүсэж Sin Ax dà. 3890. PEN 
х 12807 ы 
0 
A +0 1 Е "v T ыг 
=ош | | QG.—B ta Е ya 
6 
ахх... Хийн н. 


s 
= 4 Golat +8 292] 


or (m) sin у 


-x 


3881. f(x) = {е 


sinh cos Ax d^. 


sina (x—4)—$in AG—b) „ 
—— dA 


cos} sin ax dă. 3883. re- tym «aca 
^ 


+% 


ü 


+o cos 
cos Ах dă. 3889. 


Е xl 3880. 


3882. fx) = 


эн X V e sÈ 
a 


жа - 20 1137, | 
„c cosh x dà. 3886. mF 7 аншиилий шиг. EX 
[U 


YT m); b) e 4 sin àx 
й 14-32 


ys. 
ї = eS 3897. ы 
Xha? i 


3899. Р(х) 2 
)=e chax. 3900. a) 


a. 


хей ас {ч 
2ү | цах їл 
0 


+= 


3885. a) ex. E CosAx 


* d (0<x< + сс). 3896. F(Xje- 


«x 2 
Gram 3898. F(x) sa a d 


#0) - e (y:.0); b) (у) = 


CAPITOLUL УШ 


40 
унд itum E M De 24) 13,19. 3904. 0402. 
М 2x (1—| 24) 

,88. peu iot es pron в 
vie exactă este 0,4, 3905. 3 < 0,00022. Ed in E 
Зи. ай „2919. 1--Е(А, B)—F(A, b= F a ie 

ре : 
a) omn b) negativ; c) pozitiv. 3913. —. 3914, 1,9 


1 1 


à _ с y) dx. 3917.8 
at - 9-5. 3916. jer] NEN n 


х+1 


1 
(at (S лу 4-1 
| = dp x, y) dx. 3918. (ах N К 
{а | аА M 3 
— d | se 
tit 3919. {ах 
офат ţa ваа son. fae V 
Ј d 1 LA ES xt 
z 2 1 
ME Й 3923. ( ах f foy) dy 
ме» A adi 
La NEF 3 
1 i Br 
Ч cosy dy | ау V fas 
Фе {ау f fix, y)dx: 3921. ўа х} y) P7 
j ue" - CER ) dyd 
Ч Со C] (x, yì dy- 
922, ( dx y гэ yd DL х ЭХ 
23 24 


хайлан VIII 
1155: 


Td 


у= 


F(x, па) а (s Го, у) dy. 3924, D | Рб, y) dx + 
= - Чуй “ЗЭВ, 4 
Hale, y) dx. 8925. jo E foy) dig. У, 
Ч SE 


—2үгғу Е. 
ылаат Br E raton 


2-у 


4 {а V осу) dx. 3926. D ji FG, y) dx. 
0 ix "ira ү 


3927. jv x шанг, 1 fax. 


-Үг-у 
3928. | dy T "Fs y) dx. 3929. ap 
2—y 


Vay? 


j f х, y) dx 
2a 


+A 


aty 


f(x, ља) ој f(x, уў 3930. jo je 
А 
&—arcsin 0 
3931. | dy f "fos )dx — f ay fes уух, 3082, 1. 
arcsin » x—arcsin y 
3033, р Y2— $) aa. 3934, 7... 3935, [mE 3936. 


3937. T do rsin ф)аг. зозз. | do "m Diem. rsinc)dr. 
Ed 0 


y) dx. 


2z--arcsin y 


Daet 


П Р " 3 yz e (e*t) 
do f TF (r cos Ф, г sin Ф) аг. 3940. fae f rf(rcose, 
а| 1 0 


х asing 


E 4 COS! ф 7 sing 
d. 3941. {ар | "fírcoss,rsing) dr--Vao È rF(r cos e, 
0 0 x 0 
E COS? ф 3 


f rf (r cos o, sine) dr. 3942. In Cazul cind 
3 * 


gere de probleme şi exerciţii de analiză matematică 
E 


577 


8 


d 


io 
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domeniul de integrare este limitat de două cercuri concentrice cu 


centrul în originea coordonatelor şi de două raze pornind din i 


T" 
cos Ф 


1 
originea coordonatelor. 3943. { de { rf(r cos Ф, rsing) dr 4 
0 0 


FAR: | 
arcsin — 
T 


2 
f f(rcosq, rsing) de. 3944. | аф f 


1 
F tarcos —— 


1 гү? 
rsing) dr = f rdr f fir coso, г sin 9) de. 3945. 
: = arccos 


EE 1 
2 4 гү? 
coso „ү? 


З 
$ а | rf(r)dr = 45 f rfeydr 4- V 
T 


am rf (r) dr- 
2Y3 . 3 


ic 53 i arcsin У зан 

3946. | а f rf(rcose, rsing)dr= { гаг ( f(r cos e, r sinc) 49- 
0 sino 0 0 

ү? arcsin уы X 


+ frar ( 


1 
arccos 7- 1 


а cos 20 


1 i arccos L- 
зур arccos a a a 


( f(r cos, r sin) de. 3948. баг | Леда 


ecos ы 
—ar E 
i a 


sin Ф) dr= 52 


=% arccos c r 
2 


id arcs; in ы 
2277 4 


а 5 
3949. Var M. flo, r)ds. 3950. {аб РФ т 


0 


г) бф. 3951. 


2 
3953. J. E /% е) со фр. 3954.. 


: 3956. 1. 3997. 5 таб. 3968. B 3989. 543 


f(rcose, rsing) de. 3947. {а n rf(rcose. | 
x 0 


3995. 25. 3995, -2Ha 3097. 
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1 y2 


2x ( rf(r)dr. 3952. = {х rf (r)dr + { (= : — A arccos - Jj rf (r) dr. 
5 ò 


шэн . 8055. — 65^. 3956. $ х 


Рок +(д-+л)?+(25-Еһ) Y o (bx) 3 | b 
Va ah) Na+ Vah) (V 5+ Voci) 21 


MI Ai e 5 | dv. 3959. éd SER 
RA è 


B 2 
x Ди, uv) dv. 3958. 314 
a 2; 

4 


Suftu costv, usintv) du. £961. п=ху, U—-x—y. 3962. | f(u) du. 


0 * -1 
2 
3953. 2 | (Та Диа 02-с) du. 3954. 12.0701) du. 8965. 
imt 1 


37 


Ñ : 
187 3979. 1 jg- n 2, 


3971. ia 3972. (сс. 3973. 14-5. 3974. $r -+ Aln (L3). 


3975. 5 1. 3976. 2-+4V2+2V3. 3978. /\о, 0). 3979. 2. F(t), 


X*Yt х ду. 5931. 


3 
dacă £70. 3980. 2 : 
үх?+у? 


2x 
-Mitess, t sing) do. 3984. ( 8--2102| а?, 3385. 2 (p* q) (ра. 


F' (у= 


(t)? (07—021 


3986. za2. 3987. ЕА 23988. 7 +12 (102). 3989. =. 


3999, ^ 4|517- т)--2 arcsin | 3991, 502 (4 x 


1 в). 3992. 219 


12 i: Га 
a*bk (ak 4- 2bh) 


EM LL E 3, 2. U 50994, ПК ak 
SETS (ata) ul ME 441) 3994: 6л? (ak-+ bh? * 


2(:41) 830)” © n2. 3998. 5 (0-р) 8-0. 
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3999. 15ab [1n ues DE 1,815ab. 4000. © = (10— 2) arcsin 3 


3 3" 

4001. i. 40 02. © [0з aur sari 1t — ш) (sin205— 

pir; 4003. 2. таё, 4004. Se 4007. 5.. 4008. *Ё@— 2 р? 
2 

4009. 9. 4910. s. 4911. л, 4012. 17—102. JS SE E 


4014. +. 4015. 57. 4010. 16 qs, 4017. ве. 4018. z(1— —е—#), 
4019. 2ac - Eag- 4020. =. 4021. 1 mabe (2—V2). 4022. 
$ abc (2 2—1). 4923. Зас. 4024, 5 тарс. 4025. ас 4026. 
3. diee 4-281513 4027. 597799, 4028. 5 at. 4029. ч 
4030. ш Ё. 4031.5. 4082. 15 харс. 4083. ав . 4034, © x 


256 Зүй 
EI . - 1) К 2) : 1 


4037. 16a?. 4038. 8a? sind. мэл 4040. 8a?. 4041. = | 2. 


ҮР 
a 2V2 7 8 a x 
442.5, 4943, 2 Y? [1- na] arctg iz- 40447902035). 4045. 
242, 4049. 8-45 (3+2 3) a3; у=, 4047. (2 (sinsin) ^, 


unde Фү, Ф sint longitudinile meridianelor, w, W2 sint latitudinile 
pera HE 


paralelelor, iar R este raza sferei. 4048. т fa 1024-12-12 In 

4049. S=a (=p) -[b( ma (sini —sin vel: 4т200. 4050. v= 
9 вт /5 [^ 

arcsin Jui uu o E . 4051. 12-12 ш (14-Y2)]. 

4052. ху-- 3 А P 8 а. 4053. Xo—Jo7 3 z, 4054. xo=yo= 


. 256 S. 
= Б 0 4055. х,-- Ч yo 


5 16 


=t 3—5 4. 4058. х,=та; у= 5а. 4059. x=— 5i y=. 


. 4958. x,— »=- 4057. х= 


CAPITOLUL VIII СЯ 581 

Cy p h 1 +63 
4060. Parabola yo = 4 V30pxe- 4061. к= w, p= TA p 
марал 4062. 1с-1-1606- --5т). 4063. к= че, pote 
4064, I,—1,— 297. 4065. а= ly p 05. 4066. һ= 5. 4069, [= 


a 

сэрнэ Зөн 4070. X—al?; Y—0, unde X, Y sint 
weed fortei pe axele de coordonate Ox şi Oy. 4971. P,— 
= 7025 й-3 aj. Р,--тад nh şa). 4072. Proiecfile forţei pe 


axele de coordonate Oxz, situate in planul vertical care trece prin 
axa cilindrului, dintre care axa Ox este orizontală iaraxa Oz este 


Ч T b 
verticalà, sint respectiv: Х-- ас E 9-соза| sina, Z= 


"E 3 cos a) cosa; X2= ^ + a «| sing, Z= ze x 


x |+ 5. cos d cosg. 4073. Proiectiile forței de atracţie pe axele 
d Р 2kmM 

de coordonate Oxyz sînt respectiv : X-0, Y=0, Z= d (101- 

—ib—h Ya b—R)— А a24- 02), unde k este constanta gravi- 

tationalà. 4074. Pm= 7 L бо 4075.- А = + m [225 Y га + 


EL. & EB ppm УЕР. 4016. 50. 4077. 312-6: 


1 х 1—х 


4918. A. 4079. £ zabe. 4080.5. 4081. (axt de $ (х, у, 2dy-- 


+ a31n ——— 


EL. z 1-5 1—7 


E y 1 
+{ а Den I 2)dx May $ fex, y, dx], 
2—: 0 0 2—7 z 0 
ys 1 2 zi 
4082. И ас V fey2dy- (шау V fen» а) а 
25 OM Im Rote 
4083. Sax $ dz $ (б у, dye $ dz лу 2ad]- 
ё а 5 ж ye 


ү 1 
| 
0 


үг» 


dy ( f(x, y 2 exl dy | foy z) dx} + 


| 
| 
| 
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2 1 

+{ dz T 
5 уг s à 
4110-2970) dz 5 z NI 2—2) f (2) dz. 
23 

—F(A B, e) — F(A b, C)—F(a, B, CH-F(A b, c) 

шилэн b, C)—F (a, b, c). 4987, 5. 


зо “Өс, КЕТҮ 
4089. (4 do f cos p dip 
0 sin * 

cos?y 


4092. #le- F| үсгүй Ј лї. 4093. ala 88-09 |t — 


ара)? Ї 4094. ын 4095. 3(e—2). 4095. и- x 
р? 
Парана" 
^b) P t) 3. F 0) 309 $$$ fyz) dx dy dz, unde t70 si V- (0x et, 
i 


unde 19:21. 98. a) F' (£) = 47t? f (P); 


0y=:t, 04241) 4099. 0, dacă unul din numerele т, n $i p este impar; 


т -1) — ь 111 
4g Gn DI (n- DI p um dacă numerele m, n şi p sint pare. 


т-+п+р+3 (m napi) 

Пааа )т(5+1), ын А 
4100. Саа 4101. 4102. 7. 4103. 
$- a3 (3—4). шн, - 4105. 2. (2--37). 4103, 2 л 2583 
4108. эн 41:9. 1. Рр оү 3) 02—аз). 4111. -F Ete. 


4112." аре, 4113. sea ra. 4114. 58 abc. 4115. «ү: E 


a 00с| a b а? abc abc 

4116. SA | hi [5 .- 2) anm. sis - 4118.9. 4119. 
S æ. 4120. 1 (®—аз) [ZPS]. 4121. Заз, 4122 2 8-0--6-1 
4123. Š- abc. 4124. Sabc(-L- — -1-|. 4125. 31:21, 4126. V- 
2338) 8-38(6ү2:5(5-1). 4127, Ste. 4128. inv. 


| fs y, z)dx. 4084. ЧГ, РО) а. 4985. 


4086. F(A, B, С) — 


. 4088. АБ (202—1). 


rf(r) dr. 4099. "400, 4591, Ie. 
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r(z)r Cr) 


4129. ERE „902. 4130. LEER SUME - 4131, 2- 
4132, а | + 2 + e. 4133. (0,0, 3. с). 4134, ху-уу- 2 
az 1,42. 4135. ха 0р: 50—0: Z= qp. 4186. ue 
»— 3-6; a= c. 4137. 37970; Буган 4138. хуг-уу-1 
Z=. 4139. x, Xa; Yo $E b; z= gjg 4140. ху--уу--0 


E (2) r$) 


z= pe 4141. = = : 4142. ху=®; Уус! 


нь? 4143. 1, ү 5 LA L= SEE. 4144. 1, is nabcs; 
y 1 n3 ly, x Їйл 
PC 4146. І e (155 — ii lam 2096 (1057 —212) ; 
„= mds 4147. L,— --таёе®; „= тайв: e 

= 3 zabe. 4148. 1,— 13-4149. 1,— 4g (41/2—5). 4180.5 А MR, 
4153. = и. faz + is , unde M= 2zppa2h — masa cilindrului. 
4154. h= 2290. 4155. u= 2e (82—25), бий гай: u= 
- E Ё dacă r»R, unde г |22422. 4156. u= 

R: 


=4т IIS min (2, e de, unde г--|х2--у2--22, 4157. и = прах 
Ru 


x[a—2 Vet Mz + z VEF 20—21 п—2+4 ах 


h—z4 Ya?i(h—zy. 
zt lai (h—z) JB, dacă 


x In| Ь 4158. X=0; Y=0; Z 
a=R, Z= — sa, dacă a«R. 4159. X—0; Ү-0: Z= 
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L———————————————————————— 
лра Гањ) — (zl — 1 — 21). 4160. 
X=0; Ү--0: Z— —nkpyR sin2a. 4161. Convergentă pentru p > 1. 
4162. pug iin pentru p>l si хийн iw Convergentă. 


pentru p>-—-* 4164. Convergentă pentru -, — ЖААН 4165. Di- 

vergentă. EN G-3g-5 0? 4? D. amo. ; pin 4171. 2x. 

4172. (po 1). 4113. т 2412 02-1). юан l. 4175, т. 

4116, -L. -4177.-R. 4178. d T 4. 
ho ms vy ман si = 
abd B 

=| b c e |. 4179. "аһ. 4180. — E - 4181. Convergentă. 
dej 20-25? 


4182. Convergentă pentru р< 1. 4183. Convergentă pentru 5. EE 
+ T »1. 4184. Convergentá pentru p< 1. 4185. Convergentă: 
` pentru p< 1. 4187. $. 4188. ла. 4189. — m2. 4190. 2. 


4191. Convergentă pentru авла 4192, одон pentru p< 


3 


«ар 4193. Convergentă pentru -5 deme T « 1. 4194, Con- 


vergentá pentru р < Ч . 4195. а^ pentru p « 1. 4198. 


ü—p a-a —07 p « 1, aci rel. 4197. =. 


4198. 27B ($> 27237 4199. «7. 4200. || о, unde A= 
—ja,|. 4204. а) b b) POE. 4205. c". 4206. — 


пі ЧЕ 
ы 2 211... hp 40...03 
4201. уау“ 4208. — Apo 4209. —— 7 —-. 
2-1 л п—1 
2 29" 2 ap 
4210. —E —— a,85... A, 4211. —— - 4212. Z - 
(Htm e) mz) 


ie 
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Uu n 
H 


5 — 5-1 | 
. 4218. R'-5 (0а? du. 4219, и-18 tpe, 


888) "(z)a 


4220. Ee 5 


dat. нм. 1--(3. 4222, 259 a 
цацал 


4213. 


Ж 


, unde ò= ЇЛ si р -| — determinant bor-- 
7 7 


E 2л243(1 + 252). 4224. | 


E qa 221—1). 4225. 4a5. 4228. 2(ea—1)+ т = деа, 4227. 2*(2—]/2). 


2k Yi 
1-4 


4228. - 4229. 2a?. 4230. -7- 


4231. 5. 4232. |13. 4233. 
" 4252 8A | 
4-1х01 421201, unde !xy|«a. 4234. xi iN eve 


4235. (14-28 Vom. 4238. 2a VZareig 12. est. 3* (заа + 
3 


2? 


2 47202) (2-8, 4238. 3e. 4239. ENT "V 2| 4240. 
2 

ze [600—36 V7—49 m (0—4 V3). 4241. 20 [b-ra 
= VEZE _ excentricitatea elipsei. 4242, —- «le ү3—1)-- 


34 +213 г PONE T 3 
+ 2-1 и). 4243. xy—b—a iga’ 20 73 + aa * 42444 


arcsin s s 
Be „unde 


4 1 1 
x=- а. 4245. ху--Уу--2ог- ЗГ 4245. х= 4 уот 3 20807 


4247. 1,—1, [2 | ака? Ef І, = а Varza? 4-12. 4248, a) 0; 


2 T 
b)-iz:c) 2. 4249. а) 2; b) 2; c) 2. 4250. — L. 4251. 4 


4252.0. 4253, —2xa?. 4254, —2к. 4255. 0. 4253. 0. 4257. lees 
Pe! a+b | 


425 259. 12. 4260. 4. 4261. —2. 4202. | f(u) du. 4283.-3. 


Ха 


4264. 9. 4285. V ф(х) 222 4269. 64. 4267. 1. 4288. т+1. 


х 


4269. e^cosb—1. 4271. z= Ed + х2у—ху2— + - 7 Эр C. 4212. 


2 
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1 3 x E s 
зү arctg icu 4213. z ^ it (х + у) + С. 4274. z= 


е (x y-E 1) + ye*4- C. 
anm 

T aay" 

4281. 2513 Basin [3 —a). 4282. — 77. 4283, 


4275. a “п С. 4276. 


л y" 


• 4239. 


TA. 


[arcte 5 |: 4218. |1, = "E 4279. 


—4. 4284. 


4 


RR 0. 4286. b—a. 4287. jena Poo) 


Xi yı 


Xat Yo s 


(2) dz. 4288. uf(u)du. 4290. 


4 f(u)du. 4289. f 


хї+уї+гї 

-у Ут +С. 4292. 
u= In ох у) 4-2 + arctg Я FC. 4293, A= — mg (2, — 21). 
4294. A=— -É (42 — 02). 4295. A= 155 -i] unde r,= 
ару Fz; 0-4, 2). 4298. I= M ydvdy. 4297. —46 2. 


sepe 


хит 


Ш = -8-08--934-23) —2xyz--C. 4291. п=х— 


4298. 58. 4209. —2каб. 4390. — -L-(e*—1). 4301. 0. 4302. 1,— 
—1,72. 4803. TZ. 4304, т5+е®ф(у„}-е®% (уу)-т 092-J0- 2- Qa - 


=) (3+). 4305, P= а, Q—kx4- FL unde п este o funcţie 
EF x, ны > 

DFI x, у)]. 4397, 1) I=0; 1=2т. 4308. «ab. 4309. 
аі, Fe 4311. -$ a. 4812, a? 4313. -1-+ 5... 4314. E Bemi 


de două ori derivabilă, iark o'constantă. 4306. 


3 zab. 


973 La 
nt jade. |5 

+1, 2л + 1), 4315. 40. G) - 4316. Z |14 ia . 
EC " sin 7- 

4817. 3 (ey p' 4318. s(n4-1) (0-2) 5; блл, 4319. = (й —1)х 
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x(n—2)m; 6zr?. 4320. 4a2, 


[AC »- 
= Уз 06, у 
intersectie ale “эмэн ф(х, у)=0 si y(x, y)—0, situate in inte- 


riorul conturului C. 4321. [—2S, unde S este aria limitată de 
conturul C. 4325. X; (хо, yo) + Y, (Xo, Jo). еш Proiectiile forței 


4321. sgn(ad — bc). 4322. [= 


; unde suma este extinsă la toate punctele de 


pe axele de coordonate sînt X—0; Y— NM, unde К este con- 


а? 


stanta gravitațională. 4327. u—2z«R n- ' dacă p= Vaz y? = №; 


= 274R In i >» dacă р>. 4328. [= 7 g"cosmg. h= 


= pim e"sinmo, dacă 04041: h= Eos РТ" cosmo, h= 


= T 07" sin то, dacă р>1. 4329. и--2л, dacă A (x, y) este situat 
în interiorul conturului C; u=z, dacă punctul A(x, y) este situat 


pe conturul C; u=0, даса punctul A(x, y) este situat în exteriorul 
conturului C. 4330. Кү=тр" cos mo, Кз == тр" sin то, dacă 0550: «1, 


K,—0, K,—0, dacă p— ; Ki — S Cos mg, Ky — e Sin me, 
dacă p > 1. 4339. О ГИТ 5-8 0. 4340. 


H,-k $ Uny) dz 62) dys Hi IG 2) dc — @— 


—х)й]; H,-kió-L[E—x) dy—(—y)dx. 4341. Һ—1,= 
с 
= (4n—2V3)a*. 4242. 4:5 аз, 4343. таз. 4344. a p: 
acis: 5 ^ 2 asus 12515-1 
4345. x. (/3—1) n2. 4949, 909—1, азат, ^ E e 
++). 434). аја + (а + VTFIZ)]. 4349. 


ө 
#7 зїпасоз®« [0 a < -5-). 4359, 94 (За, 4852, 28048619, 
nega (За? + 1062) 127 2212 
12 

3. 20= 


4353, -$ mapat. 4354, 4355. х= -7 : Yo=0; 


ay бга. 4356. хуу, 


"di 


<z 2--1) 4357. Proiectiile 


\ 
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forței gravitaționale pe axele de coordonate sint: X—0; Y—0; 

Ж#=тїтру!й-у-* 4353. u-—4mp, min [a, £), unde r,— }/'хї+у+гї. 

4359. F(t)— -® (3—2), dacă || 4 |/3; F|t| —0, dacă |t] 3. 
--5 (5) 

4380. Е()- 58-532 4, 4361. F=0, dacă 184г-га: F= 
at х 

= S [a?- (r-tf], dacă га <t<r+a; F—0, dacă t>r+a(t20). 

4362. Ала, 4353. шыра | £(b-8$(0) , моло) 

b І Ё 


abc. 
азва, б, 4885. ais (6402024 c9). 4886. 55 (a- 5-0) RP. 4387. 
—ma2V3. 4368. $. 4369. 2arii S. 4370. 0. 4371. —2ma (ah). 
j 9 : 

4372. 20,8. 4373. —-5-аз, 4874, 0. 4376. 31|((-у- 


Va pe 


y 
+22) dx dy dz. 4371.0.4318.21 f „Чйуйе. 4979, | M Au dx dy dz, 
ү 
2, 2 - 
unde Ай-- Pee ea 4380. 0. 4384. 57 | (aa, + bb) c|. 4385. 
(1-37). 4387. 3af. 4388. 12. „аз. 4389. 1. 4390, —77. 
4392. а) 1—0; b) 1--4т, 4491.a di авав ЗГ-27- —6k, m 
3 
- 7 » cosp 2 » COSY = -24 ; b) gradu (4) - 61*3j, cos g= 
=з COSf== ў > cosy=0; c) grad i (В) —3i, сово--1, сов8--0, 


Эр ds 
cos —0; grad u —0 în punctul M (—2, 1, 1). 4402. a) xy-2? ; b) x=y=0 


şi x=y=z; с) x=y=z. 4403, г-1, 4404, IERD | 42 _ 


2 2 
==1 (и > 16); Хо + îi 1; шахи--20, 4405. совр — -$+ 


4406. Suprafeţele de nivel sînt pinzele conurilor; suprafeţele pentru 
care modulul gradientului este constant sint toruri; infu = 0 


. 


sup u=1; inf|gradu| —0, sup| вгайи!---1. 4407, 130 E 
А тең AL T a gradi (xv. yo, zo) | 


4409, a) T; b) 27; c) —-x- 4410. FOZ 4411. с. 4412. 
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5026 > 9 —— e ди 
2р(с.су—2с(с.г). 4416. = 2, unde r- + 22.9 


= |grad uj, dacă a—b—c. 4417. E = 


gradugradv , ди x 
[sado] 5 Al 23 


Т7. 4418. ё 


ә — 
> Цуу) —Jaxiye4 ЕЕ 
«ва (х24-у24-22) Verdes Ет 


2= сох. 4423. 0. 4425. div (gradu) = Au, unde Аи Eas 
+ 4426. rotis ; Aneta unde c si c, sint 
constante. 4427. a) 3; b) 2-. 4428, © (2.0. 4429. 3/0) + 


+rf' (r); РО) = 87 unde c— constantă, 4430, a) п Au + (grad ut) 


b) who- gradu + (grad р, unde Au este operatorul lui Laplace. 


4431. divo —0; divi — —2w?, dacă la momentul dat punctul 
арацше cc-zului. ie 9, în exteriorul centrelor atractive. 4433. 
div a= : 13 (ra) + ET *l. unde a, а, sint componentele сай 
torului a într-un spațiu cartezian de coordonate Org. 4434. diva — 


ula (MA a „+ Sra] д Е «,]]. unde ap à, а, 


1 Jw w 
sînt coordonatele vectorului a in spațiul Ошо, “iar Г = | 
—I— 3:3. 32 пла таға E y 
Ї@ ad. м YDG s) ^ 
y (27) П (8) (ay - Dacă г, Ф, z sînt coordonatele cilin- 


w) Qu. 


ice dita 31.0 195 | s A p, 6 gi e sint 
drice diva = = Эг (raj) d- 3 де ! r FAL dacá p, $i Ф 
z us 1 + 

«coordonatele ge atunci diva = ==— NIA (a, p2 sin 0) + 


à 
! дв (9 sing na 
b) ope £O ere. 4439. a) 0; b) 0. 4440. 


a, sin 6)- 4439. a) 0: b) ü dux а) EO [Pe]; 


5 
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š 7 

гого Zap, dacă la momentul dat punctul aparține. tad 

H Ма. а-а, \ h3. 4442, ау0; b) 0. 4443. s, 4444, ® Мэн 
4447, | 4g (3—2), Có 59, T au = div (k grad п), шиг c esie 
2271 E ITA 4361. nsii: -à corpului. 4452, 27252, 4453. 
fa #(7) aa dacă гл ра 3 r- 6; b) Г--2кл, unde n 


e numárui-türarilor солїшгийц urul -axei Oz, 4455. 0: 


да 128) 
BILE : +4) ах dy; P= Те EJ dx dy; gx y d 
dă 5а w, 4457. u-xyz(rydz)LC, 4458, u= 74489. 
и (х, y, z)- m, unde r, este distanța punctului cuie; 

epu : 
Me, y, 2) la puncte! @=1 


б 2-50). 460. ay з) 


= dt, ande ^= je y 338 


